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RESUMO
O campo magne´tico produzido em uma colisa˜o de ı´ons pesados pode atingir
valores muito altos. Isto ocorre devido ao ra´pido movimento das partı´culas
carregadas e do pequeno espac¸o em que encontram-se comprimidas durante
os instantes iniciais da colisa˜o.
Modelamos a mate´ria durante uma colisa˜o de ı´ons pesados como um
ga´s livre de ba´rions e me´sons, sob a influeˆncia de um campo magne´tico ex-
terno entre 1018 e 1020 G. Apenas a mate´ria estranha (constituı´da de quarks
u, d e s) foi considerada nos ca´lculos. Ela aparece na forma dos ha´drons per-
tencentes ao octeto barioˆnico (spin 1/2), decupleto barioˆnico (spin 3/2) e aos
nonetos mesoˆnicos pseudoescalar (spin 0) e vetorial (spin 1).
Para descrever corretamente as partı´culas de spin 3/2 e´ necessa´ria a
soluc¸a˜o da equac¸a˜o de Rarita-Schwinger com a inclusa˜o da interac¸a˜o eletro-
magne´tica. Mostramos que para uma determinada prescric¸a˜o do calibre e
acoplamento do campo magne´tico soluc¸o˜es do tipo Dirac sa˜o obtidas. Uma
das consequeˆncias deste resultados e´ evitar as inconsisteˆncias relacionadas a
na˜o-covarianc¸a e na˜o-causalidade, tı´picos problemas encontrados na soluc¸a˜o
da equac¸a˜o de RS.
O efeito do campo magne´tico foi medido atrave´s de um ajuste que
minimiza o desvio quadra´tico (c2) com relac¸a˜o as razo˜es experimentais de
partı´culas encontradas no RHIC. Nossos resultados mostram que um campo
da ordem de 1019 G produz um melhor ajuste aos dados experimentais, em
comparac¸a˜o aos ca´lculos sem campo magne´tico.
Palavras-chave: Colisa˜o de ı´ons pesados. Equac¸a˜o de Rarita-Schwinger.
Campos magne´ticos fortes. Razo˜es de partı´culas. Spin 3/2. Modelo te´rmico..

ABSTRACT
The magnetic field produced in a heavy ion collision can reach very high
values. This occurs due to the rapid movement of charged particles and the
small space in which they are compressed during the initial stages of the
collision.
We model matter during a heavy ion collision as a free gas of baryons
and mesons, under the influence of an external magnetic field between 1018
and 1020 G. Only strange matter (composed of u, d and s quarks) was consi-
dered in the calculations. It appears in the form of hadrons belonging to the
baryon octet (spin 1/2), baryon decuplet (spin 3/2), pseudoscalar meson nonet
(spin 0) and vector meson nonet (spin 1).
In order to correctly describe the spin 3/2 particles the solution of the
Rarita-Schwinger equation with the inclusion of the electromagnetic interac-
tion is required. We show that for a given prescription and gauge for the
magnetic field coupling Dirac type solutions are obtained. One consequence
of this result is that one avoids dealing with inconsistencies related to non-
covariance and non-causality, typical problems found in the solution of the
RS equation.
We measured the effects of the fields through an adjustment that
minimizes the quadratic deviation (c2) regarding the experimental particles
ratios in RHIC. Our results show that a field of the order of 1019 G gives
a better fit to the experimental data, compared to calculations without the
magnetic field.
Keywords: Heavy ion collisions. Rarita-Schwinger equation. Strong mag-
netic fields. Particle ratios Spin 3/2. Thermal model..
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1 INTRODUC¸A˜O
Quarks e glu´ons (juntamente com os le´ptons) sa˜o os constituintes
ba´sicos da mate´ria. Em condic¸o˜es normais eles encontram-se confinados den-
tro dos ha´drons. O plasma de quarks e glu´ons (Quark Gluon Plasma - QGP)
e´ um estado da mate´ria com densidade de energia ta˜o elevada que os quarks
e glu´ons libertam-se do confinamento dos ha´drons, passando para um estado
livre ou desconfinado. Previso˜es da cromodinaˆmica quaˆntica (Quantum Chro-
modynamics - QCD) indicam que o aparecimento do QGP deve ocorrer para
temperaturas entre 150 e 170 MeV. Temperaturas desta magnitude so´ devem
ter existido espontaneamente no universo logo apo´s o Big Bang. Atrave´s da
colisa˜o de ı´ons pesados, em laborato´rios, e´ possı´vel reproduzir temperaturas
desta ordem de grandeza.
Segundo o modelo do Big Bang, o universo foi formado em uma
grande explosa˜o, um estado inicial com densidade de energia extremamente
alta. Com a expansa˜o do espac¸o-tempo e conseguinte resfriamento do uni-
verso, esta densidade de energia diminuiu ate´ chegar ao estado atual [1]. Para
tal regime de energia espera-se que tenham ocorrido uma se´rie de transic¸o˜es
de fases. Algumas das fases pelas quais nosso universo deve ter passado ate´
chegar ao estado atual foram:
O plasma de quarks e glu´ons - estado da mate´ria em que quarks e
glu´ons encontram-se livres. A temperatura do universo neste momento e´ alta
demais para que quarks e glu´ons permanec¸am ligados.
O ga´s de ha´drons - regime em que pro´tons e neˆutrons encontram-se
livres, pore´m a temperatura ainda e´ muito quente para que haja ligac¸o˜es entre
os nu´cleons. Nesta fase acontece a nucleossı´ntese primordial ate´ o he´lio.
O plasma eletromagne´tico - o universo ainda encontra-se quente de-
mais para que ele´trons fiquem ligados aos nu´cleons formando a´tomos.
As caracterı´sticas globais do universo atual devem estar conectadas a`s
propriedades destas diferentes fases e a passagem de uma para outra. Em
um acelerador de partı´culas cria-se um sistema onde a densidade de energia
e´ suficientemente grande para derreter os ha´drons em uma sopa de quarks e
glu´ons livres, reproduzindo assim as mesmas condic¸o˜es do universo primor-
dial. Isto e´ realizado colidindo dois ı´ons a velocidades pro´ximas a da luz.
Devido ao alto momento das partı´culas envolvidas cria-se um Mini Bang,
uma minu´scula regia˜o do espac¸o com altı´ssima densidade de energia. Com
o estudo destes eventos busca-se obter um melhor entendimento da evoluc¸a˜o
do universo e do comportamento da mate´ria sob condic¸o˜es extremas.
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1.1 MATE´RIA HADROˆNICA
A mate´ria hadroˆnica e´ constituı´da por ba´rions e me´sons. De acordo
com o modelo padra˜o, ba´rions e me´sons sa˜o constituı´dos por quarks [2].
Existem 6 diferentes tipos de quarks e antiquarks separados em 3 gerac¸o˜es.
Ba´rions caracterizam-se por serem constituı´dos por 3 quarks (ou 3 antiquarks,
no caso dos antiba´rions) enquanto os me´sons sa˜o constituı´dos por um par
quark-antiquark. Fazendo combinac¸o˜es dos treˆs quarks mais leves, u, d e s,
e´ possı´vel gerar (e explicar) o octeto barioˆnico, o decupleto barioˆnico e dois
dos nonetos mesoˆnicos (pseudoescalar e vetorial). Eles sa˜o apresentados nas
Tabelas 1 e 2 e nas Figuras 1-(a), 1-(b), 2-(a) e 2-(b).
Estas na˜o sa˜o as u´nicas combinac¸o˜es possı´veis, existe uma infinidade
de nonetos mesoˆnicos, octetos e decupletos barioˆnicos. Uma ana´lise um
pouco mais cuidadosa da Tabela 1 mostra que os ba´rions p e D+ sa˜o cons-
tituı´dos de quarks uud, da mesma forma que os ba´rions n e D0 sa˜o ambos
constituı´dos de quarks udd, pore´m possuem propriedades diferentes (massa e
spin). Os ba´rions D sa˜o chamados de ressonaˆncias, partı´culas com a mesma
constituic¸a˜o de quarks pore´m diferentes propriedades. As combinac¸o˜es mais
exo´ticas de quarks (e spins) geram partı´culas com massas cada vez maiores
e, portanto, mais difı´ceis de serem produzidas experimentalmente.
1.2 CAMPOS MAGNE´TICOS FORTES
Duncan e Thompson propuseram, em 1992, a existeˆncia de objetos es-
telares compactos chamados magnetares [3], que seriam estrelas de neˆutrons
com um campo magne´tico intrı´nseco da ordem de  1015 G. Este valor tem
sido utilizado como paraˆmetro para definir o que pode ser considerado um
campo magne´tico forte.
Estudos levam a crer que campos ate´ esta ordem de grandeza na˜o
produzem mudanc¸as perceptı´veis na estrutura da estrela (raio e massa) e,
portanto, na˜o seriam passı´veis de detecc¸a˜o [4, 5]. Pore´m, na fı´sica da co-
lisa˜o de ı´ons pesados os campos gerados sa˜o ainda maiores, da ordem de
5  15m2p  1:7  5 1019 G [6–11] e e´ plausı´vel esperar que campos desta
ordem de magnitude causem algum efeito nos resultados observados. Ale´m
disto, a astrofı´sica nuclear se concentra no estudo da mate´ria em altas densida-
des e baixas temperaturas, enquanto a fı´sica das altas energias (e dos colisores
de partı´culas) estuda a mate´ria em baixas densidades e altas temperaturas.
Neste trabalho, nos concentramos na investigac¸a˜o dos efeitos do
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Tabela 1: Propriedades dos ba´rions. M e´ a massa da partı´cula em MeVs, Q e´ a
carga em termos da carga do ele´tron, I3 e´ a terceira componente do isospin e S e´
a estranheza. Na u´ltima coluna temos a composic¸a˜o dos ba´rions em termos dos
quarks.
Octeto barioˆnico (spin 1/2).
Part. M (MeV) Q (e) I3 S Comp.
p 938:3 +1 +1=2 0 uud
n 939:6 0  1=2 0 udd
L 1;115:7 0 0  1 uds
S+ 1;189:4 +1 +1  1 uus
S0 1;192:6 0 0  1 uds
S  1;197:5  1  1  1 dds
X0 1;314:9 0 +1=2  2 uss
X  1;321:7  1  1=2  2 dss
Decupleto barioˆnico (spin 3/2).
Part. M (MeV) Q (e) I3 S Comp.
D++ 1;232 +2 +3=2 0 uuu
D+ 1;232 +1 +1=2 0 uud
D0 1;232 0  1=2 0 udd
D  1;232  1  3=2 0 ddd
S+ 1;382:8 +1 +1  1 uus
S0 1;383:7 0 0  1 uds
S  1;387:2  1  1  1 dds
X0 1;531:8 0 +1=2  2 uss
X  1;535:0  1  1=2  2 dss
W  1;672:4  1 0  3 sss
campo magne´tico nas coliso˜es de ı´ons pesados.
1.3 DIAGRAMA DE FASES DA CROMODINAˆMICA QUAˆNTICA
A interac¸a˜o forte e´ descrita pela QCD. Ela possui liberdade assinto´tica
(diminuic¸a˜o da interac¸a˜o entre os quarks com o aumento da energia) e e´ con-
sistente com o confinamento (na˜o existeˆncia de quarks livres), portanto, se
comporta de forma diferente da Eletrodinaˆmica Quaˆntica (Quantum Elec-
trodynamics - QED).
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(a)
(b)
Figura 1: (a) Octeto barioˆnico (spin 1/2). (b) Decupleto barioˆnico (spin 3/2). As
linhas finas indicam os ba´rions que possuem a mesma estranheza (S) e carga (Q).
A Lagrangiana da QCD e´ dada por [12]:
LQCD = y¯(igm(¶m   igstaAam) m)y 
1
4
GamnG
mn
a ; (1.1)
1.3 Diagrama de fases da cromodinaˆmica quaˆntica 21
Tabela 2: Propriedades dos me´sons. M e´ a massa da partı´cula em MeVs, Q e´ a
carga em termos da carga do ele´tron, I3 e´ a terceira componente do isospin e S e´
a estranheza. Na u´ltima coluna temos a composic¸a˜o dos me´sons em termos dos
quarks.
Noneto mesoˆnico pseudoescalar (spin 0).
Part. M (MeV) Q (e) I3 S Comp.
p+ 139:6 +1 0 0 ud¯
p  139:6  1 0 0 du¯
p0 135:0 0 0 0 uu¯;dd¯ mix.
K+ 493:7 +1 +1=2 +1 us¯
K  493:7  1  1=2  1 su¯
K0 497:6 0  1=2 +1 ds¯
K¯0 497:6 0 +1=2  1 sd¯
h 547:9 0 0 0 uu¯;dd¯;ss¯ mix.
h 0 957:8 0 0 0 uu¯;dd¯;ss¯ mix.
Noneto mesoˆnico vetorial (spin 1).
Part. M (MeV) Q (e) I3 S Comp.
r+ 775:5 +1 0 0 ud¯
r  775:5  1 0 0 du¯
r0 775:5 0 0 0 uu¯;dd¯ mix.
K+ 891:7 +1 +1=2 +1 us¯
K  891:7  1  1=2  1 su¯
K0 896:0 0  1=2 +1 ds¯
K¯0 896:0 0 +1=2  1 sd¯
w 782:7 0 0 0 uu¯;dd¯;ss¯ mix.
f 1019:5 0 0 0 uu¯;dd¯;ss¯ mix.
onde y e´ o campo dos quarks, gs e´ a constante de acoplamento da forc¸a forte,
Aam e´ o campo dos glu´ons, gm sa˜o as matrizes de Dirac, ta =
la
2 onde la sa˜o
as matrizes de Gell-Mann e o sı´mbolo Gamn e´ o tensor de forc¸a do campo dos
glu´ons, ana´logo ao tensor de forc¸a do campo eletromagne´tico Fmn na QED,
e e´ dado por:
Gamn = ¶mAan  ¶nAam +gs fabcAbmAcn ; (1.2)
onde fabc e´ a constante de estrutura da me´trica do SU(3).
A constante de acoplamento gs e´ pequena para altas energias, levando
a` liberdade assinto´tica. Ela aumenta para baixas energias, o que esta´ rela-
cionado ao confinamento dos quarks e glu´ons nos ha´drons. Na˜o e´ possı´vel
resolver analiticamente a QCD. Para efetivamente extrair resultados fı´sicos
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(a)
(b)
Figura 2: (a) Noneto mesoˆnico pseudoescalar (Spin 0). (b) Noneto mesoˆnico veto-
rial (Spin 1). As linhas finas indicam os me´sons que possuem amesma estranheza
(S) e carga (Q).
da teoria utilizam-se modelos, que simplificam a Lagrangiana e as interac¸o˜es,
ou a QCD na rede, que e´ uma forma de ca´lculo nume´rico onde ocorre a
discretizac¸a˜o do espac¸o-tempo.
1.3 Diagrama de fases da cromodinaˆmica quaˆntica 23
Em um estado de altas temperatura e baixa densidade, a QCD preveˆ
uma transic¸a˜o de fases para um estado com quarks e glu´ons desconfinados
(livres). Iremos utilizar um modelo simples de ga´s ideal para estimar quando
esta transic¸a˜o de fases deve ocorrer. A pressa˜o em um ga´s ideal e´ dada por
P=
g
90
p2T 4; (1.3)
onde g e´ a degeneresceˆncia de partı´culas.
Para um ga´s de ha´drons (HG) na˜o interagente composto de pro´tons e
neˆutrons e com pı´ons sem massa, temos
g= p; p¯;n; n¯ e p ) PHG =
5
90
p2T 4; (1.4)
e para um ga´s ideal de quarks u;d;s e glu´ons livres e semmassa (QGP), temos
g= (3q;3q¯)3cores e glu´on ) PQGP = 1990p
2T 4 B; (1.5)
onde B e´ a constante de sacola do modelo do MIT (MIT Bag Model1)
Na transic¸a˜o de fases (ga´s de ha´drons! QGP):
PHG = PQGP
5
90
p2T 4 =
19
90
p2T 4 B;
(1.6)
enta˜o
T =
 
90B
14p2
!1=4
: (1.7)
Tomando B1=4  200 MeV obtemos
T  175MeV: (1.8)
No regime de altas temperaturas e baixas densidades, a simetria quiral
da Lagrangiana da QCD2 deve ser restaurada. Altas temperaturas e baixo
1Modelo efetivo utilizado para descrever quarks confinado [15].
2A simetria quiral e´ definida como a invariaˆncia dos campos sob uma transformac¸a˜o do tipo
y ! e ig5qy . Na QCD isso so´ ocorre no caso de quarks sem massa. Apesar de na˜o ser possı´vel
medir diretamente a massa dos quarks, temos uma evideˆncia experimental de que os quarks
possuem massa no fato de que os pı´ons na˜o sa˜o bo´sons de Goldstone. Diz-se que a simetria
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potencial quı´mico barioˆnico (mB) devem ter sido as condic¸o˜es do universo
primordial microssegundos apo´s o Big-Bang.
No caso de altas densidades e baixas temperaturas, o sistema pode
ser considerado como um ga´s de quarks degenerados interagentes. Ca´lculos
aproximados de modelos [13, 14] sugerem que a transic¸a˜o seja de 1a ordem.
Apesar de ser um regime de baixa temperatura, devido as altas densidade
e energia, a QCD tambe´m preveˆ uma transic¸a˜o de fases para um estado de
quarks e glu´ons desconfinados e termalizados sob um grande volume. Ale´m
disso, a interac¸a˜o atrativa remanescente entre os quarks pode causar um em-
parelhamento quark-quark (q q) levando a formac¸a˜o de uma fase de super-
condutividade de cor. Condic¸o˜es de densidade muito alta e baixa temperatura
podem ser encontradas no nu´cleo de objetos astrofı´sicos densos como as es-
trelas de neˆutrons.
Levando em conta estas duas situac¸o˜es e a aproximac¸a˜o de ga´s livre
descrita anteriormente, podemos finalmente apresentar o diagrama de fases
para a QCD que pode ser visto na Figura 3.
Figura 3: Diagrama de fases esquema´tico da QCD [16].
quiral e´ uma simetria aproximada para a forc¸a forte.
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1.4 COLISA˜O DE I´ONS PESADOS
Nas coliso˜es de ı´ons pesados estuda-se o comportamento da mate´ria
sob condic¸o˜es extremas, com o objetivo explorar e testar a QCD e assim
desvendar as questo˜es fundamentais a respeito do confinamento dos ha´drons
e da quebra da simetria quiral, que esta˜o relacionados com a existeˆncia e as
propriedades do QGP.
Figura 4: Esta´gios de uma colisa˜o de ı´ons pesados [17].
Os esta´gios de uma colisa˜o de ı´ons pesados podem ser vistos na Figura
4. No esta´gio inicial temos os nu´cleos colisores achatados devido a contrac¸a˜o
de Lorentz, flutuac¸o˜es de densidade e a aplicac¸a˜o de modelos de saturac¸a˜o de
glu´ons (glasma). No pre´-equilı´brio temos func¸o˜es de distribuic¸a˜o de pa´rtons
3 , partı´culas com altos momentos transversais (pT ), jatos de partı´culas e
partı´culas com sabores pesados (criadas atrave´s da fusa˜o de glu´ons). Durante
o processo de equilı´brio temos a mate´ria da QCD levemente termalizada, ex-
tremamente densa e fortemente interagente, que mostra comportamento co-
letivo e possui graus de liberdade de pa´rtons. Sua dinaˆmica de expansa˜o e´
bem descrita por modelos hidrodinaˆmicos. Na fase de hadronizac¸a˜o temos
diferentes mecanismos de produc¸a˜o de partı´culas e a quebra da simetria qui-
ral. No freeze-out quı´mico acontece o fim dos espalhamentos inela´sticos e
a fixac¸a˜o das razo˜es de partı´culas, e pode-se estudar esta fase por meio de
modelos te´rmicos estatı´sticos. Durante o freeze-out te´rmico temos modelos
hadroˆnicos de cascata e o aparecimento das ressonaˆncias hadroˆnicas. Nesta
fase obtemos o espectro de momento transversal, que e´ a distribuic¸a˜o dos
momentos no plano perpendicular ao plano do feixe em relac¸a˜o ao nu´mero de
participantes.
Ao longo das u´ltimas de´cadas va´rios experimentos envolvendo co-
3Pa´rtons sa˜o as partı´culas fundamentais constituintes dos ha´drons, no caso, quarks e glu´ons.
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liso˜es de ı´ons pesados teˆm sido realizados. Nos anos 80 foram realiza-
dos experimentos no AGS/BNL com coliso˜es do tipo Au+Au a energias dep
sNN = 5 GeV. Nestes experimentos foram obtidas confirmac¸o˜es experimen-
tais da existeˆncia de uma fase hadroˆnica e a observac¸a˜o de um comporta-
mento global. Nos anos 90, experimentos realizados no SPS/CERN com
coliso˜es Pb+Pb e Si+Si a energias entre
p
sNN = 5  18 GeV proveram al-
gumas evideˆncias da existeˆncia do QGP. Em 2001 uma grande quantidade de
estudos foi realizada no RHIC, de forma independente em cada um de seus
detectores (STAR, PHENIX, PHOBOS e BRAHMS), com coliso˜es Au+Au
a energias entre
p
sNN = 10  200 GeV permitindo um estudo sistema´tico
das coliso˜es. Novos observa´veis experimentais foram enta˜o obtidos e mais
evideˆncias da possı´vel formac¸a˜o do QGP. Em 2010 foram realizados experi-
mentos no LHC, nos detectores ALICE, ATLAS e CMS com coliso˜es p+p a
energia de
p
sNN = 7 TeV e coliso˜es Pb+Pb a energia de
p
sNN = 2;76 TeV,
atingindo um novo regime de energias para provar a possı´vel existeˆncia do
QGP. Em 2013, novamente no LHC, coliso˜es p+p a energia de
p
sNN = 5;02
TeV trouxeram a confirmac¸a˜o experimental da existeˆncia do bo´son de Higgs
4.
Figura 5: Instalac¸o˜es do RHIC.
O RHIC (Relativistic Heavy Ion Collider), Figura 5, esta localizado
em Long Island, NY, EUA. Nele ocorrem experimentos de colisa˜o de ı´ons
pesados em 2 ane´is conceˆntricos de 3,8 km de circunfereˆncia, feixes de ı´ons
4O bo´son de Higgs e´ uma partı´cula elementar bosoˆnica prevista teoricamente pelo modelo
padra˜o. Ela e´ a chave para explicar a origem da massa nas outras partı´culas elementares.
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p e Au sa˜o acelerados e giram em direc¸o˜es opostas, colidindo em 6 diferentes
pontos. Os dados obtidos no experimento RHIC/STAR sera˜o reproduzidos
no Capı´tulo 3 com nosso modelo de ga´s livre de Fermi sob o efeito de um
campo magne´tico.
Na Figura 6-(a) temos a geometria de uma colisa˜o de ı´ons pesados, p
denota o momento de uma partı´cula produzida, p? e´ o momento transversal.
Os dois planos ortogonais sa˜o o plano de reac¸a˜o (z = 0), onde as partı´culas
do feixe se deslocam antes da colisa˜o, e o plano transversal (x = 0), onde a
pseudorapidez e´ zero (h = 0) e q = p=2. Na Figura 6-(b) tem-se uma visa˜o
do plano transversal de uma colisa˜o de ı´ons pesados, os dois nu´cleos tem
raio R, viajam em sentidos opostos e colidem com paraˆmetro de impacto b.O
aˆngulo f e´ azimutal com respeito ao plano de reac¸a˜o. A regia˜o onde os dois
nu´cleos se sobrepo˜em conte´m os participantes da reac¸a˜o, a regia˜o onde eles
na˜o se sobrepo˜em conte´m os espectadores.
Como assumimos que as partı´culas do feixe de ı´ons se deslocam ao
longo do eixo x, seu momento transversal (transverse momentum) e´ dado por
pT =
q
p2y + p2z e corresponde ao valor do momento no plano perpendicular
ao plano do feixe. O momento longitudinal pL = px corresponde ao momento
das partı´culas na direc¸a˜o do feixe. Portanto, o momento total e´ dado por
p=
q
p2T + p
2
L.
A rapidez (rapidity - y) e a pseudorapidez (pseudo-rapidity - h) corres-
pondem a uma medida do momento longitudinal e sa˜o dadas pelas expresso˜es
y=
1
2
ln
 
E+ pL
E  pL
!
e h =
1
2
ln
 
p+ pL
p  pL
!
; (1.9)
a definic¸a˜o da pseudorapidez e´ u´til, uma vez que as energias de repouso das
partı´culas sa˜o quase sempre insignificantes quando comparadas com seus mo-
mentos. Ale´m disso, a pseudorapidez esta´ ligada ao aˆngulo que o momento
faz com o feixe de ı´ons. Quanto maior a pseudorapidez menor o aˆngulo entre
o feixe de partı´culas resultantes e a direc¸a˜o original do feixe, o que indica um
pequeno paraˆmetro de impacto e uma colisa˜o mais central. Quando a pseu-
dorapidez e´ pequena, temos um aˆngulo maior, indicando um alto paraˆmetro
de impacto e uma colisa˜o mais perife´rica.
O nu´mero total de partı´culas produzidas em um evento e´ chamado
multiplicidade, em coliso˜es de altas energias a multiplicidade de carga e´ apro-
ximadamente proporcional a dois terc¸os da multiplicidade total de partı´culas.
Na Figura 7 podemos ver a distribuic¸a˜o da multiplicidade com relac¸a˜o a` pro-
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(a)
(b)
Figura 6: (a) Geometria de uma colisa˜o de ı´ons pesados [18]. (b) Visa˜o do plano
transversal da colisa˜o [19].
babilidade por evento. A multiplicidade me´dia varia muito de um evento
para outro devido aos diferentes paraˆmetros de impacto de colisa˜o. Para as
coliso˜es centrais temos pequeno paraˆmetro de impacto e alta multiplicidade
de eventos, enquanto para as coliso˜es perife´ricas temos grande paraˆmetro de
impacto e baixa multiplicidade de eventos. O nu´mero de participantes em
uma colisa˜o aumenta linearmente com a massa atoˆmica (A) do ı´on utilizado,
enquanto o nu´mero de coliso˜es bina´rias escala com a massa atoˆmica elevada
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a quatro terc¸os (A4=3). A centralidade da colisa˜o e´ diretamente proporcio-
nal ao nu´mero de participantes, que e´ proporcional ao nu´mero de partı´culas
produzidas em um dado intervalo de rapidez (dN=dh).
Na Figura 8 pode-se ver mais uma confirmac¸a˜o de que a variac¸a˜o da
multiplicidade deve-se apenas a` geometria da colisa˜o. As coliso˜es com maior
nu´mero de espectadores sa˜o as de menor multiplicidade e as com o menor
nu´mero de espectadores possuem maior multiplicidade.
Figura 7: Variac¸a˜o da multiplicidade me´dia (nu´mero de participantes), os even-
tos a direita possuem maior multiplicidade e correspondem a coliso˜es centrais
(0-5%), os eventos a esquerda possuem menor multiplicidade e correspondem a
coliso˜es perife´ricas (50-60%) [20].
A Figura 9 relaciona o nu´mero de partı´culas produzidas com a energia
da colisa˜o. A dependeˆncia com a energia e´ mais acentuada para as coliso˜es de
ı´ons pesados do que para as coliso˜es pro´ton-pro´ton (p-p), portanto as coliso˜es
A-A (ı´on-ı´on) na˜o podem ser aproximadas por uma superposic¸a˜o de coliso˜es
p-p.
Na Figura 10 temos os gra´ficos das densidade de partı´culas carregadas
em func¸a˜o das centralidades medidas no LHC comparadas com os dados do
RHIC, as multiplicidades medidas no ALICE a 2,76 TeV sa˜o mais de duas
vezes maiores do que as medidas no RHIC, pore´m, a forma da distribuic¸a˜o
e´ a mesma, indicando que a multiplicidade depende apenas da geometria da
colisa˜o, ou seja, do qua˜o central ou perife´rica foi a colisa˜o entre os feixes de
ı´ons.
As razo˜es de partı´culas aproximam-se de um ambiente de ba´rions li-
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Figura 8: Nu´mero de espectadores em relac¸a˜o ao nu´mero de eventos no expe-
rimento LHC/ALICE [21], VZERO Amplitude e´ proporcional ao nu´mero de
partı´culas carregadas produzidas na colisa˜o (que e´ proporcional a multiplicidade
de eventos), ZDC e´ o Zero Degree Calorimeter, sua amplitude e´ o nu´mero de frag-
mentos de nu´cleo detectados na direc¸a˜o do feixe (que e´ proporcional ao nu´mero
de espectadores).
vres para as energias do RHIC e LHC, o que sugere que a maior parte das
partı´culas nesta regia˜o sa˜o produzidas atrave´s do sistema de produc¸a˜o de pa-
res. Podemos tambe´m construir diferentes razo˜es utilizando as produc¸o˜es de
partı´culas integradas (Figura 11). Estas razo˜es sa˜o definidas no esta´gio de
freeze-out quı´mico da colisa˜o.
Modelos te´rmicos funcionam bem para descrever as coliso˜es nas ener-
gias do SPS e RHIC [24, 25], portanto, o equilı´brio te´rmico deve ter sido
atingido durante a colisa˜o. Ale´m disso, na Figura 12, temos que a tempe-
ratura do freeze-out quı´mico (Tch) e´ aproximadamente igual a temperatura
do ponto crı´tico (Tc), portanto aparentemente o equilı´brio quı´mico tambe´m
e´ atingido nas coliso˜es. O fato de Tch  Tc indica um ra´pido equilı´brio apo´s
a hadronizac¸a˜o. Na Figura 13 pode-se ver que Tch e´ constante para energias
de colisa˜o acima de 10 GeV, portanto, apesar das diferentes condic¸o˜es, nas
coliso˜es AA o sistema sempre evolui para o mesmo freeze-out quı´mico.
Recentemente a influeˆncia de campos magne´ticos no diagrama de fa-
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Figura 9: Produc¸a˜o de partı´culas em func¸a˜o da energia da colisa˜o [22].
ses da QCD tem atraı´do alguma atenc¸a˜o [13, 14]. Em [13] pode-se ver que,
para campos maiores que 1017G o ponto crı´tico e a regia˜o de coexisteˆncia de
fases de primeira ordem sa˜o afetados. Observa-se um aumento no tamanho do
segmento da linha de transic¸a˜o de primeira ordem com a temperatura de co-
existeˆncia de fases movendo-se para valores mais altos do campo magne´tico.
Este resultado e´ certamente de grande interesse para a fı´sica de coliso˜es de
ı´ons pesados em energias intermedia´rias, onde campos enormes, da ordem de
jeBj  m2p  1018G, podem ser criados por correntes de ı´ons pesados devido
aos nu´cleos espectadores. A intensidade do campo depende da centralidade e
do momento do feixe de modo que jeBj  5m2p pode ser alcanc¸ado no RHIC
enquanto jeBj  15m2p pode ser atingido no LHC.
Neste trabalho descrevemos o estado das partı´culas durante uma co-
lisa˜o de ı´ons pesados da forma mais simples possı´vel, utilizando um modelo
de ga´s livre de ba´rions e me´sons. A partir disto analisamos os efeitos de um
possı´vel campo eletromagne´tico sobre as razo˜es de partı´culas observadas. Le-
vamos em conta em nossos ca´lculos os ba´rions de spin 1/2 e 3/2 e os me´sons
de spin 0 e 1. Para descrever corretamente este sistema sa˜o necessa´rias as
expresso˜es para energia e degeneresceˆncias de cada tipo de partı´cula.
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Figura 10: Densidade de partı´culas carregadas em func¸a˜o da centralidade ob-
tidas no experimento LHC/ALICE comparadas com os resultados medidos no
RHIC [23]. dNch=dh e´ o nu´mero de partı´culas carregadas produzidas em um
dado intervalo de rapidez, hNparti e´ o nu´mero me´dio de participantes.
O ca´lculo de ga´s livre sem o efeito do campo eletromagne´tico e´ am-
plamente conhecido e na˜o foi difı´cil obter as expresso˜es corretas neste caso,
pore´m quando adicionamos o campo magne´tico ao ca´lculo na˜o conseguimos
encontrar as expresso˜es para energia e degeneresceˆncia das partı´culas de spin
3/2, pois este ca´lculo ainda na˜o havia sido realizado. Isto deve-se a problemas
de causalidade oriundos da expressa˜o para a Lagrangiana. Realizamos este
ca´lculo que e´ apresentado no Capı´tulo 2, e demonstramos que e´ sim possı´vel
encontrar uma soluc¸a˜o va´lida para as func¸o˜es de onda, pelo menos para o
caso de um campo magne´tico constante.
De posse de todas as expresso˜es necessa´rias para a descric¸a˜o das va´rias
partı´culas no Capı´tulo 3 mostramos os resultados da comparac¸a˜o entre as
simulac¸o˜es de um ga´s livre, com e sem a presenc¸a de um campo magne´tico
constante, com resultados experimentais obtidos no detector STAR/RHIC.
Nossos resultados apresentam um erro muito maior do que os resultados ob-
tidos via modelos que levam em conta a exclusa˜o de volume, no entanto
eles mostram de forma clara que o campo magne´tico desempenha um grande
efeito nas razo˜es de partı´culas observadas experimentalmente.
O trabalho que se segue esta dividido da seguinte forma: No Capı´tulo
2 temos uma discussa˜o formal a respeito da equac¸a˜o de Rarita-Schwinger.
Esta equac¸a˜o descreve um campo de spin 3/2 e apresenta problemas de na˜o-
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causalidade quando conectada via acoplamento mı´nimo a um campo eletro-
magne´tico. Este problema e´ conhecido desde a de´cada de setenta e isto sem-
pre foi um grande empecilho para o estudo de partı´culas de spin 3/2 sujeitas
aos efeitos um campo magne´tico. Mostramos que para o caso de um aco-
plamento mı´nimo com um campo eletromagne´tico constante e homogeˆneo
podemos evitar os problemas de na˜o-causalidade e obter uma expressa˜o para
a energia das partı´culas de spin 3/2, assim como para a degeneresceˆncia dos
nı´veis de energia.
No Capı´tulo 3 modelamos uma colisa˜o de ı´ons pesados como um
ga´s livre de fe´rmions e bo´sons. Ate´ enta˜o, devido aos problemas apresen-
tados pela equac¸a˜o de Rarita-Schwinger, na˜o parecia possı´vel a descric¸a˜o de
partı´culas de spin 3/2 sujeitas a um campo eletromagne´tico. Averiguamos
os efeitos do campo magne´tico em um ga´s livre para assim podermos esti-
mar a importaˆncia que o campo tem nas razo˜es de partı´culas obtidas. Nossos
resultados mostram que mesmo para um modelo simples o efeito do campo
eletromagne´tico e´ grande.
Nos Apeˆndices B, C, D, E e F apresentamos ca´lculos amplamente
conhecidos, pore´m, de suma importaˆncia para as construc¸o˜es feitas nos
Capı´tulos 2 e 3. Resolvemos detalhadamente as equac¸o˜es de Klein-Gordon,
Dirac, e Proca com e sem o campo magne´tico. Tambe´m mostramos como fica
a regra da segunda quantizac¸a˜o para os respectivos campos e a termodinaˆmica
do ga´s livre composto pelas partı´culas de spin 0, 1/2, 1 e 3/2.
34 1 INTRODUC¸A˜O
(a)
(b)
Figura 11: (a) e (b) Razo˜es de partı´culas experimentais [16]. Mid-rapidity refere-
se a rapidez me´dia das coliso˜es, que corresponde a um intervalo onde a rapidez e´
aproximadamente constante.
1.4 Colisa˜o de ı´ons pesados 35
Figura 12: Resultados experimentais e expectativas teo´ricas para o diagrama da
QCD. E´ possı´vel ver que o equilı´brio quı´mico e´ alcanc¸ado nos va´rios tipos de
coliso˜es estudadas [16].
Figura 13: Temperaturas de freeze-out quı´mico (Tch) e te´rmico/cine´tico (Tkin)
para va´rios tipos de colisa˜o [26].
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2 AS PARTI´CULAS DE RARITA-SCHWINGER SOB A IN-
FLUEˆNCIA DE CAMPOS MAGNE´TICOS FORTES
A descric¸a˜o das partı´culas em estrelas de neˆutrons por modelos rela-
tivı´sticos, tem dependeˆncia com a densidade de energia de simetria [27, 28],
a escolha dos acoplamentos entre ba´rions e me´sons interagentes [29, 30] e o
possı´vel aparecimento de condensados de pı´ons e ka´ons [29, 31, 32]. Ale´m
disso, a escolha de quais ba´rions e me´sons entram como ingredientes do mo-
delo, tambe´m afeta a equac¸a˜o de estado resultante. Em [30] a contribuic¸a˜o
das quatro partı´culas delta (D , D0, D+, D++) e´ levada em conta em uma
teoria de campo me´dio (Mean Field Theory - MFT) e a equac¸a˜o de movi-
mento de Rarita-Schwinger (RS) [33] e´ resolvida de forma auto-consistente
com as equac¸o˜es de movimento que descrevem os outros ba´rions e me´sons.
Em [34], a influeˆncia de ressonaˆncias D na massa ma´xima da estrela e´ in-
vestigada com dois diferentes modelos relativı´sticos. Com efeito, a inclusa˜o
de ba´rions D leva a um aumento da massa ma´xima dentro do modelo na˜o-
linear de Walecka [35, 36] e uma diminuic¸a˜o dentro de um modelo hadroˆnico
quiral [37]. Estrelas de neˆutrons com D’s sa˜o revisitadas em [38] e eles pare-
cem suprimir a produc¸a˜o de hı´perons consideravelmente. Nos u´ltimos anos,
estrelas de neˆutrons sujeitas a fortes campos magne´ticos, nomeadas magneta-
res por Duncan [3, 39], teˆm sido uma fonte de intensa investigac¸a˜o [40–43].
Supondo-se que partı´culas D sa˜o constituintes possı´veis destes objetos com-
pactos, a equac¸a˜o de RS com a inclusa˜o do campo magne´tico [44–46] deve
ser levada em conta.
A equac¸a˜o de Rarita-Schwinger [33] descreve partı´culas de spin 3/2
e tem sido amplamente estudada devido a seu interesse intrı´nseco e tambe´m
para aplicac¸o˜es em diferentes campos de pesquisa, e na˜o apenas os acima cita-
dos. O oˆnus das inconsisteˆncias representa uma desvantagem para a equac¸a˜o
de RS. A quantizac¸a˜o do campo de spin 3/2 interagente revelou-se incon-
sistente com a covariaˆncia de Lorentz [44]. Ale´m disso, as frentes de onda
das soluc¸o˜es cla´ssicas da equac¸a˜o RS apresenta modos de propagac¸a˜o na˜o-
causais [47, 48]. Va´rias soluc¸o˜es para estas inconsisteˆncias teˆm sido sugeri-
das ao longo dos anos [49–51], incluindo uma receita interessante de acopla-
mento na˜o-mı´nimo [52]. A partir desta u´ltima refereˆncia, fica claro que, pelo
menos para campos constantes, um lagrangiano va´lido e causal existe.
Pelas razo˜es mencionadas acima, uma soluc¸a˜o completa para a
equac¸a˜o de RS, sob a influeˆncia de campos magne´ticos merece uma revisa˜o
detalhada, que realizamos no presente trabalho. Seguimos a abordagem
desenvolvida em [53] e [54] e contornamos os problemas acima mencionado,
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sem depender de acoplamentos na˜o-mı´nimos. Esta e´ a primeira vez que um
ca´lculo completo da equac¸a˜o Rarita-Schwinger com a inclusa˜o da interac¸a˜o
magne´tica, incluindo a ocupac¸a˜o dos nı´veis de Landau (LL), e´ obtido de ma-
neira simples, evitando-se os problemas observados em ca´lculos anteriores
[55].
2.1 FORMALISMO
Um campo de spin 3=2 pode ser descrito pela Lagrangiana de Rarita-
Schwinger (RS) dada por (em unidades onde h¯= c= 1)
L RS(A) = y¯m
 
i¶aGm a n(A) mBmn(A)

yn ; (2.1)
onde y¯m = (ym)† g0 e´ o vetor-espinor adjunto, m e´ a massa da partı´cula, yn
e´ o vetor-espinor e as matrizes Gm a n e Bmn sa˜o dadas por [56]
Gm a n(A) = gmnga +A
 
gmgan +gam gn

+Bgmgagn ; (2.2)
Bmn(A) = gmn  Cgmgn ; (2.3)
com
B 3
2
A2+A+
1
2
; (2.4)
C  3A2+3A+1 ; (2.5)
onde o tensor me´trico e´ gmn = diag(1; 1; 1; 1), gm sa˜o as matrizes de Di-
rac e A e´ um paraˆmetro arbitra´rio (exceto que A 6= 1=2). O paraˆmetro A na˜o
tem significado fı´sico [44, 45] e as escolhas convencionais feitas na literatura
sa˜o A =  1=3 que corresponde ao Lagrangiana originalmente proposto em
[33], ou, A= 0 [46], ou, para A= 1 a Lagrangiana reduz a [57]
L RS(A= 1) =  i
2
y¯m

emnrl g5gn¶r +msml

yl ; (2.6)
onde emnrl e´ o sı´mbolo de Levi-Civita, g5 = ig0g1g2g3 e sml = i2

gm ;gl

.
A liberdade representada pelo paraˆmetro A reflete a invariaˆncia sob rotac¸o˜es
misturando os setores de spin 1=2+ e 1=2 , residentes no espac¸o de
representac¸a˜o de RS, ale´m do spin 3=2 [58–61]. Ao aplicar as equac¸o˜es de
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Euler-Lagrange para (2.6), obteˆm-se a equac¸a˜o de movimento
emnrl g5gn¶r +msml

yl = 0 ; (2.7)
pode-se reescrever (2.7) em uma forma mais simples com o auxı´lio de
condic¸o˜es suplementares
(igm¶m  m)yn = 0 ; (2.8)
gmym = 0 ; (2.9)
¶ mym = 0 : (2.10)
Estes u´ltimos resultados mostram claramente que as equac¸o˜es de movimento
(2.7) podem ser reescrita como uma equac¸a˜o de Dirac para o vetor-espinor
mais condic¸o˜es adicionais. Portanto, a soluc¸a˜o para esta classe de sistemas
consiste na busca de soluc¸o˜es para quatro equac¸o˜es do tipo Dirac. Na˜o se
deve esquecer, pore´m, que as equac¸o˜es na˜o sa˜o de fato independentes, por-
que elas teˆm de satisfazer as restric¸o˜es (2.9) e (2.10). Estas restric¸o˜es sa˜o
necessa´rias para eliminar os componentes redundantes do vetor-espinor ym .
Estas restric¸o˜es, em geral, na˜o valem, na presenc¸a de interac¸o˜es. No en-
tanto, e´ possı´vel derivar o nu´mero necessa´rio de condic¸o˜es subsidia´rias para,
pelo menos, uma classe de interac¸o˜es selecionada [62]. Ale´m disso, multipli-
cando a equac¸a˜o (2.8) a esquerda por gn e usando a equac¸a˜o (2.9), obtemos
a equac¸a˜o (2.10). Portanto, a condic¸a˜o de “calibre ”(2.10) na˜o e´ uma relac¸a˜o
independente. As equac¸o˜es (2.8) e (2.9) sa˜o conhecidas como equac¸a˜o de RS
[63].
A equac¸a˜o de RS pode tambe´m ser derivada do Lagrangiano [33]
L RS = y¯m
 
=¶ + im

ym   1
3
y¯m (¶ mf + gm¶ y)+ 13 y¯mg
m  =¶   imf ;
(2.11)
onde =¶  gm¶ m , f  gmym e ¶ y  ¶mym . Neste caso, as equac¸o˜es de
Euler-Lagrange de movimento da˜o 
=¶ + im

ym   1
3
(¶ mf + gm¶ y)+ 1
3
gm
 
=¶   imf = 0 : (2.12)
Contraindo a equac¸a˜o (2.12) com ¶m e gm obte´m-se as condic¸o˜es suplemen-
tares (2.9) e (2.10), que permitem a equac¸a˜o (2.12) reduzir a uma forma sim-
plificada para a equac¸a˜o de RS. Devido a` simplicidade uma vez que ambas as
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equac¸o˜es sa˜o equivalentes, de agora em diante utilizaremos as equac¸o˜es (2.8)
e (2.9) para descrever uma partı´cula spin 3=2.
Agora vamos considerar o sistema embebido em um campo eletro-
magne´tico. Isto e´ implementado por meio da prescric¸a˜o de acoplamento
mı´nimo, que consiste na substituic¸a˜o
¶m ! Dm = ¶m + iqAm ; (2.13)
onde Am e´ o m-e´simo componente do vetor quadri-potencial que representa
um campo eletromagne´tico externo e a carga q = eqjqj, onde eq = 1( 1)
corresponde a uma partı´cula com carga positiva (negativa), respectivamente.
Assim, a equac¸a˜o de RS com um campo electromagne´tico torna-se
(igmDm  m)yn = 0 com gmym = 0 : (2.14)
De acordo com a discussa˜o anterior sobre a alterac¸a˜o da condic¸a˜o subsidia´ria,
pode-se calcular a nova condic¸a˜o pela multiplicac¸a˜o da primeira equac¸a˜o em
(2.14) a esquerda por gn e utilizando a segunda equac¸a˜o em (2.14), levando a
Dmym = 0 ; (2.15)
que esta´ de acordo com a prescric¸a˜o de acoplamento mı´nimo dado na
equac¸a˜o (2.10). Este u´ltimo resultado mostra claramente que a prescric¸a˜o
de acoplamento mı´nimo e´ matematicamente consistente, em contraste com a
introduc¸a˜o de um potencial escalar de Lorentz, que chega a uma contradic¸a˜o
se o mesmo for feito na equac¸a˜o de RS escrita na forma (2.8), como abordado
em [47, 48, 64, 65].
Por outro lado, aplicando Dn na primeira equac¸a˜o em (2.14), obtemos
(igmDm  m)(Dnyn)+ igm [Dn ;Dm ]yn = 0 (2.16)
ou equivalente
(igmDm  m)(Dnyn)+ q2 F
nm  gmyn   gnym= 0 (2.17)
onde Fnm = ¶ nAm  ¶ mAn . Se Dnyn = 0, obtemos
Fnm
 
gmyn   gnym

= 0 (2.18)
Esta expressa˜o representa uma nova restric¸a˜o entre as componentes de ym .
Vale a pena mencionar que a restric¸a˜o (2.18) e´ uma consequeˆncia direta de
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gmym = 0 e Dmym = 0.
Para obter a soluc¸o˜es da equac¸a˜o de RS em um campo eletro-
magne´tico, seguimos o abordagem utilizada para obter as soluc¸o˜es da
equac¸a˜o de Dirac em [53]. Uma abordagem semelhante tambe´m foi utilizada
em [54].
Devido a`s razo˜es mencionadas na Introduc¸a˜o, iremos considerar o
campo vetorial externo como sendo um campo magne´tico constante. Su-
pondo que o calibre Am = dm2xB, i.e. Am =(0;0;xB;0), que produz um campo
magne´tico constante transversal ao plano xy, temos ~Ñ ~A= 0 e ~B= ~Ñ~A=
Beˆ3. Desta maneira, a derivada covariante torna-se
Dm = ¶m   ieqjqjBxdm2: (2.19)
Como o campo magne´tico constante foi escolhido para ser transversal ao
plano xy, pode-se aplicar o me´todo de separac¸a˜o de varia´veis no vetor espinor
ym , que pode ser reescrito na forma
y(e)m (~x; t) = f
(e)
m (~x)e ieEt = f
(e)
m (x)e ieEt+ie pyy+ie pzz ; (2.20)
onde definimos E como positivo, e e = +1( 1) corresponde aos estados de
energia positiva (negativa), respectivamente.
Aproveitando as soluc¸o˜es da equac¸a˜o de Dirac (Apeˆndice C), podemos
considerar a soluc¸a˜o para eq =+1 como
f (e)m =
0BB@
fm1(x)
fm2(x)
fm3(x)
fm4(x)
1CCA=
0BBBB@
C(e)m1 vn(x )
C(e)m2 vn 1(x )
C(e)m3 vn(x )
C(e)m4 vn 1(x )
1CCCCA ; (2.21)
e para eq = 1 como
f (e)m =
0BB@
fm1(x)
fm2(x)
fm3(x)
fm4(x)
1CCA=
0BBBB@
C(e)m1 vn 1(x )
C(e)m2 vn(x )
C(e)m3 vn 1(x )
C(e)m4 vn(x )
1CCCCA ; (2.22)
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onde
vn(x ) =
1p
p1=22nn!
Hn(x )e x
2=2; (2.23)
e´ a soluc¸a˜o para o oscilador harmoˆnico unidimensional, onde a energia tem a
forma
E =
q
p2z +m2+2njqjB (2.24)
e os coeficientes C(e)m satisfazem a relac¸a˜o0BBBB@
C(e)m1
C(e)m2
C(e)m3
C(e)m4
1CCCCA=
0BB@
1
0
e pz
eE+m
  ieqpneE+m
1CCAC(e)m1 +
0BB@
0
1
ieqpn
eE+m
  e pzeE+m
1CCAC(e)m2 : (2.25)
Temos agora que considerar as condic¸o˜es subsidia´rias. Podemos definir os
operadores
Oˆ1 = i(e py  eqjqjBx+ ¶¶x ) = i(jqjB)
1=2( eqx + ¶¶x ) ; (2.26)
Oˆ2 = i( e py+ eqjqjBx+ ¶¶x ) = i(jqjB)
1=2(eqx +
¶
¶x
); (2.27)
notando que
Oˆ1vn =
  ipn+1vn+1 se eq = 1
ipnvn 1 se eq = 1 ; (2.28)
e
Oˆ2vn =

ipnvn 1 if eq = 1
 ipn+1vn+1 if eq = 1 ; (2.29)
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onde pn =
p
2njqjB. Assim, a condic¸a˜o (2.15)(i.e. Dmym = 0) torna-se
  eE
0BBB@
C(e)01 vnq(x )
C(e)02 vmq(x )
C(e)03 vnq(x )
C(e)04 vmq(x )
1CCCA+ 12
0BBBB@
pnq+1(ieqC
(e)
x1  C(e)y1 )vnq+1(x )
pmq+1(ieqC
(e)
x2  C(e)y2 )vmq+1(x )
pnq+1(ieqC
(e)
x3  C(e)y3 )vnq+1(x )
pnq+1(ieqC
(e)
x4  C(e)y4 )vmq+1(x )
1CCCCA
+
1
2
0BBBB@
pnq( ieqC(e)x1  C(e)y1 )vnq 1(x )
pmq( ieqC(e)x2  C(e)y2 )vmq 1(x )
pnq( ieqC(e)x3  C(e)y3 )vnq 1(x )
pmq( ieqC(e)x4  C(e)y4 )vmq 1(x )
1CCCCA+ e pz
0BBB@
C(e)z1 vnq(x )
C(e)z2 vmq(x )
C(e)z3 vnq(x )
C(e)z4 vmq(x )
1CCCA= 0;
(2.30)
onde definimos nq = n (nq = n 1) e mq = n 1 (mq = n) quando a carga e´
positiva (negativa), respectivamente.
Finalmente, da restric¸a˜o (2.9) (i.e. gmym = 0), obtemos0BBB@
C(e)01 vnq(x )
C(e)02 vmq(x )
 C(e)03 vnq(x )
 C(e)04 vmq(x )
1CCCA+
0BBB@
C(e)x4 vmq(x )
C(e)x3 vnq(x )
 C(e)x2 vmq(x )
 C(e)x1 vnq(x )
1CCCA
+i
0BBBB@
 C(e)y4 vmq(x )
C(e)y3 vnq(x )
C(e)y2 vmq(x )
 C(e)y1 vnq(x )
1CCCCA+
0BBB@
C(e)z3 vnq(x )
 C(e)z4 vmq(x )
 C(e)z1 vnq(x )
C(e)z2 vmq(x )
1CCCA= 0 :
(2.31)
Agora vamos concentrar a atenc¸a˜o sobre a restric¸a˜o (2.18). Neste caso,
obte´m-se apenas F12 = ¶ 1A2 6= 0 e (2.18) se reduz a
F12 (g2y1  g1y2) = 0; (2.32)
como F12 6= 0 a soluc¸a˜o correta e´
g2y1  g1y2 = 0: (2.33)
Utilizando a representac¸a˜o padra˜o para as matrizes gm e a soluc¸a˜o de
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(2.22)(eq = 1), obtemos as relac¸o˜es
Cx2 = iCy2; Cx4 = iCy4; (2.34)
Cx1 = iCy1; Cx3 = iCy3; (2.35)
Se considerarmos o caso n = 0 (Cm1 =Cm3 = 0), a restric¸a˜o (2.35) e´ trivial-
mente satisfeita e a restric¸a˜o (2.34) e´ a mesma obtida a partir de (2.31). Para
o caso de n= 1 e n 2 as restric¸o˜es (2.34) e (2.35) sa˜o restric¸o˜es adicionais
que ajudam na ana´lise de coeficientes independentes.
A partir do sistema de equac¸o˜es (2.30) e (2.31), concluı´mos que para
n 2 apenas quatro coeficientes sa˜o independentes o que significa que os es-
tados de energia positiva ou negativa sa˜o quadruplamente degenerados. Por
outro lado, para n= 1 (considerando eq = 1) a partir do sistema de equac¸o˜es
(2.30) e (2.31) (v 1 = 0), obtemos que apenas treˆs coeficientes sa˜o inde-
pendente significando que os estados de energia para n = 1 sa˜o triplamente
degenerados. Finalmente, para n = 0 (considerando eq =  1) da equac¸a˜o
(2.22) obtemos que C(e)m1 =C
(e)
m3 = 0, e, neste caso, a partir de (2.30) e (2.31)
(v 2 = v 1 = 0) conclui-se que apenas dois coeficientes sa˜o independentes,
o que significa que os estados de energia para n= 0 sa˜o duplamente degene-
rados. Esta degeneresceˆncia dos estados de energia pode ser associada a um
ro´tulo de spin, como
n= l  s
2
eq+
1
2
; (2.36)
onde l = 0;1;2; : : : e s=1;3. Por conseguinte, o fator de degeneresceˆncia
de spin 3=2 pode ser dada por
gn = 4 dn1 2dn0 : (2.37)
Explicitamente, obtemos g0 = 2 (n = 0) para l = 0, s =  1 e l = 1,
s =  3. Obtemos g1 = 3 (n = 1) para l = 0, s = +1; l = 1, s =  1 e l = 2,
s =  3. E, finalmente, gn = 4 (n  2). Neste ponto, e´ u´til mencionar que
os coeficientes independentes podem ser completamente calculados com um
procedimento ana´logo ao do descrito na sec¸a˜o 5.2 da Ref. [66], ou seja, uti-
lizando um operador helicidade apropriado para partı´culas de spin 3=2 [67],
mas esses ca´lculos esta˜o fora do escopo deste trabalho.
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2.2 DISCUSSA˜O
No presente trabalho, revisitamos a equac¸a˜o Rarita-Schwinger in-
cluindo a interac¸a˜o electromagne´tica atrave´s do esquema de acoplamento
mı´nimo. Assumimos um calibre em que o campo magne´tico e´ transversal
ao plano xy e constante. Isto conduz a escolha de soluc¸o˜es do tipo Dirac,
que evitam consistentemente os problemas de na˜o-causalidade. Dos re-
sultados pode-se ver claramente que a ocupac¸a˜o dos nı´veis de Landau por
partı´culas de spin 3=2 e´ bem diferente da ocupac¸a˜o das partı´culas de spin
1=2. Os sistemas compostos por partı´culas de spin 1=2 sujeitos a campos
magne´ticos podem acomodar apenas uma partı´cula no nı´vel mais baixo e
duas partı´culas nos outros nı´veis, enquanto os sistemas de partı´culas de
spin 3=2 podem acomodar 2 partı´culas no primeiro nı´vel, 3 partı´culas no
segundo e 4 partı´culas nos nı´veis restantes. Este fato tem influeˆncia nos
estudos envolvendo equac¸o˜es de estado, densidade de partı´culas, amplitudes
de espalhamento e outros ca´lculos de interesse para astrofı´sica nuclear e
fı´sica de coliso˜es de ı´ons pesados mencionados no inı´cio deste capı´tulo [68],
pois altera as propriedades termodinaˆmicas dos sistemas em questa˜o.
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47
3 RAZO˜ES DE PARTI´CULAS EM COLISO˜ES DE I´ONS PESADOS
E A INFLUEˆNCIA DE CAMPOS MAGNE´TICOS FORTES
As quantidades e razo˜es de partı´culas hadroˆnicas sa˜o utilizadas para
determinar a temperatura e potencial quı´mico barioˆnico da possı´vel transic¸a˜o
de fases entre a mate´ria hadroˆnica e o QGP, este ca´lculo e´ realizado atrave´s
de modelos te´rmicos de equilı´brio [24, 25]. As razo˜es de partı´culas sa˜o quan-
tidades convenientes de serem analisadas pois apo´s o freeze-out quı´mico elas
permanecem praticamente inalteradas.
Em trabalhos anteriores um modelo estatı´stico em equilı´brio quı´mico
foi utilizado para calcular as quantidades de partı´culas [24, 25] e nestes traba-
lhos as densidades de partı´culas foram obtidas por uma aproximac¸a˜o de ga´s
livre de fe´rmions e bo´sons. Para obter uma melhor descric¸a˜o dos dados, um
termo de volume excludente foi designado para todas as partı´culas com o ob-
jetivo de imitar a interac¸a˜o repulsiva entre os ha´drons a pequenas distaˆncias.
Ale´m de, apo´s a produc¸a˜o termal, permitir o decaimento de ressonaˆncias e
partı´culas mais pesadas atrave´s de um paraˆmetro sistema´tico que regula os
processo de decaimento fraco.
Mais recentemente, modelos nucleares relativı´sticos foram testados
nos regimes de alta temperatura presentes nestas coliso˜es de ı´ons pesados.
Em [69, 70] diferentes verso˜es de modelos do tipo Walecka relativı´stico [71]
foram utilizadas para calcular rendimentos de partı´culas em coliso˜es Au-Au
no RHIC / BNL e em [72] o modelo de acoplamento quark-me´son (Quark
Meson Coupling Model - QMC) [73–75] foi utilizado para calcular os rendi-
mentos e tambe´m as frac¸o˜es de partı´culas em coliso˜es Pb-Pb no SPS / CERN.
Em todos os casos 18 ba´rions, pı´ons, ka´ons, r’s e K s foram incorporados
aos ca´lculos e um ajuste com base no valor mı´nimo do desvio quadra´tico foi
implementado, a fim, de se obter a temperatura e potencial quı´mico, de acordo
com uma receita dada em [24]. Para coliso˜es Au-Au (RHIC) estes nu´meros
ficam compreendidos no intervalo 132 < T < 169 MeV e 30:5 < mB < 62:8
MeV e para coliso˜es Pb-Pb (SPS), 99< T < 156:1 MeV e 167:5< mB < 411
MeV.
Por outro lado, os campos magne´ticos envolvidos em coliso˜es de ı´ons
pesados pode chegar a intensidades ainda maiores do que as consideradas em
magnetares [3, 39]. Como sugerido em [6–11] e´ interessante investigar cam-
pos da ordem de eB= 5 30m2p (correspondente a 1;71019 1020 Gauss) e
temperaturas variando de T = 120 200MeV relacionadas a coliso˜es de ı´ons
pesados. Na verdade, as densidades relativas aos potenciais quı´micos obtidos
dentro do quadro de modelos relativı´sticos, em todos os casos, sa˜o muito bai-
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xas (da ordem de 10 3 fm 3). Nestas densidades as interac¸o˜es nucleares sa˜o
realmente muito pequenas e este fator nos fez reconsiderar a possibilidade de
um ga´s livre de fe´rmions e bo´sons, mas agora sob a influeˆncia de um campo
magne´tico forte.
Em [76], o autor estuda a radiac¸a˜o de sı´ncrotron dos glu´ons produzida
por quarks ra´pidos em campos magne´ticos fortes geradas em coliso˜es de ı´ons
pesados e mostra que uma forte polarizac¸a˜o de quarks e le´ptons com respeito
a` direc¸a˜o do campo magne´tico e´ esperada. A polarizac¸a˜o de quarks desa-
parece durante a fragmentac¸a˜o, mas isto na˜o acontece no caso dos le´ptons.
A observac¸a˜o de polarizac¸a˜o leptoˆnica assime´trica poderia ser uma prova da
existeˆncia do campo magne´tico, que pode durar por 1 2 fm/c. O autor con-
clui que o campo magne´tico criado por ı´ons pesados ra´pidos pode ser con-
siderado aproximadamente constante devido a alta condutividade ele´trica do
plasma de quarks e glu´ons. Recentemente, o mesmo autor revisitou este as-
sunto em 2 outros artigos [18, 77] e enfatizou a possibilidade de que apo´s uma
ra´pida diminuic¸a˜o em sua magnitude durante o primeiro fm/c da expansa˜o
do plasma, o campo magne´tico pode durar tanto quanto exista o plasma de
quarks e glu´ons. Estes resultados contradizem uma outra refereˆncia recente
[78], onde os autores afirmam que o tempo de vida do campo magne´tico na˜o
e´ afetado pela condutividade. Consequentemente, se a mate´ria nuclear tem
ou na˜o um papel decisivo na evoluc¸a˜o do campo magne´tico com o tempo e´
assunto de intenso debate.
O propo´sito da ana´lise que apresentamos neste trabalho e´ verificar se
a inclusa˜o de campos magne´ticos fortes pode melhorar o ajuste dos valores
teo´ricos com os dados experimentais. Comec¸amos do ca´lculo mais simples
possı´vel, baseado no ga´s livre de fe´rmions e bo´sons. Nem termos de vo-
lume excludente ou de decaimento de ressonaˆncias sa˜o levados em conta de
forma a evitar o ofuscamento dos efeitos do campo magne´tico. Ale´m disso,
supomos que o campo magne´tico e´ homogeˆneo, constante e independente
do tempo. De acordo com os ca´lculos presentes em [18, 76, 77], o campo
magne´tico varia lentamente e e´ quase constante. Se este for o caso, ele certa-
mente deixara´ sua assinatura nas frac¸o˜es de partı´culas. Em [79, 80], foi mos-
trado que a forma de o campo magne´tico apresenta um padra˜o especialmente
na˜o-trivial e apo´s a me´dia sobre muitos eventos apenas uma das componentes
do campo magne´tico sobrevive. No entanto, a flutuac¸a˜o evento-por-evento da
posic¸a˜o das partı´culas carregadas pode induzir outro componente do campo
magne´tico (perpendicular a remanescente do ca´lculo me´dio) e tambe´m um
campo ele´trico, o qual e´ muito forte para baixos paraˆmetros de impacto.
Enquanto o campo magne´tico permanece bem alto nas coliso˜es perife´ricas,
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o oposto acontece com o campo ele´trico. Em nossa primeira ana´lise na˜o
esta´vamos cientes deste fato, e calculamos as razo˜es de partı´culas utilizando
como base os dados experimentais das coliso˜es mais centrais, com centrali-
dades da ordem de 20%. Em um estudo mais refinado decidimos restringir
os dados experimentais a centralidades da ordem de 80%, i.e., altos valores
do paraˆmetro de impacto b' 11 13 fm onde estamos mais conforta´veis em
desconsiderar os efeitos do campo ele´trico. No entanto, os dois resultados
sa˜o apresentados no trabalho, tanto para baixa quanto para alta centralidades.
No presente capı´tulo, fazemos uma breve revisa˜o do formalismo
necessa´rio para o ca´lculo da densidade de partı´culas sujeitas a campos
magne´ticos e as expresso˜es utilizadas para implementar o ajuste do c2 aos
resultados experimentais.
3.1 DESCRIC¸A˜O DAS PARTI´CULAS
No´s modelamos a mate´ria como um ga´s livre de ba´rions e me´sons
sob a influeˆncia de um campo magne´tico constante. Consideramos apenas a
mate´ria normal e estranha, ou seja, os ba´rions e me´sons constituı´da por u, d
e s quarks: o octeto barioˆnico (ba´rions de spin 1/2), o decupleto barioˆnico
(ba´rions de spin 3/2), o noneto mesoˆnico pseudoescalar (me´sons de spin 0) e
o noneto mesoˆnico vetorial (me´sons de spin 1), o que nos deixa com um total
de 54 partı´culas (18 ba´rions, 18 antiba´rions e 18 me´sons).
No´s utilizamos unidades naturais (h¯= c= 1) e definimos e0 = m0 = 1.
Da relac¸a˜o a = e
2
4pe0h¯c
obtemos que a carga do ele´tron e´ e =
p
4pa , onde
a = 1137 e´ a constante de estrutura fina. As unidades naturais com a carga do
ele´tron definida desta forma sa˜o chamadas de unidades de Heaviside-Lorentz
[81] (mais detalhes no Apeˆndice A).
Neste trabalho, o campo magne´tico e´ introduzido atrave´s do acopla-
mento mı´nimo como mostrado em (2.19) e buscamos soluc¸o˜es para os cam-
pos y na forma de (2.20).
Para os ba´rions de spin 1/2 (campo de Dirac) y tem 4 componentes (e
e´ um espinor), para os ba´rions de spin 3/2 (campo de Rarita-Schwinger) ym
tem 16 componentes (e e´ um quadrivetor-espinor), para os me´sons de spin 0
(campo de Klein-Gordon) y tem apenas um componente (e e´ um escalar), e
para os me´sons de spin 1 (campo de Proca) ym tem 4 componentes (e e´ um
quadrivetor).
Devido ao uso de me´todos estatı´sticos para lidar com o sistema sob
considerac¸a˜o, na˜o precisamos da expressa˜o completa para y , mas apenas a
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forma da energia E para cada um dos campos e a degeneresceˆncia dos nı´veis
de energia g .
Um ca´lculo detalhado das soluc¸o˜es das equac¸o˜es de Klein-Gordon e
Dirac na presenc¸a de um campo magne´tico externo constante pode ser vista
em [82]. A soluc¸a˜o da equac¸a˜o de Proca na presenc¸a de um campo magne´tico
externo constante pode ser encontrada em [83], onde os autores na˜o calcula-
ram explicitamente a expressa˜o para energia, pore´m ela pode ser obtida de
forma direta. Finalmente os ca´lculos para a equac¸a˜o de Rarita-Schwinger na
presenta de um campo magne´tico externo foi feita recentemente em [55].
Os ba´rions com spin 1/2 sa˜o descritos pela densidade Lagrangiana de
Dirac [53] (vide Apeˆndice C)
L D = y¯(igmDm  m)y ; (3.1)
que (depois de se aplicar a equac¸a˜o de Euler-Lagrange) nos levam a equac¸a˜o
de movimento
(igmDm  m)y = 0; (3.2)
onde gm sa˜o as matrizes de Dirac.
A soluc¸a˜o da equac¸a˜o de movimento da´
E =
( p
~p2+m2 (q= 0)q
p23+m
2+2njqjB (q 6= 0) ; (3.3)
onde n corre sobre os possı´veis nı´veis de Landau e a degeneresceˆncia para os
estados de energia e´ dada por:
g =

2 (q= 0)
2 dn0 (q 6= 0) : (3.4)
Os ba´rions com spin 3/2 sa˜o descritos pela densidade Lagrangiana de
Rarita-Schwinger [33, 57] (vide Capı´tulo 2)
L RS = 1
2
y¯m(emnrs g5gnDr + imsms )ys ; (3.5)
onde g5 = ig0g1g2g3 e smn = i2 [g
m ;gn ].
A equac¸a˜o de movimento fica
(igmDm  m)yn = 0 com gmym = 0 e Dmym = 0: (3.6)
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A soluc¸a˜o da equac¸a˜o Rarita-Schwinger na˜o e´ trivial e possui proble-
mas de na˜o-causalidade. Para obter a degeneresceˆncia dos estados de energia,
seguimos a prescric¸a˜o usado em [53], que e´ dada em detalhes para a equac¸a˜o
Rarita-Schwinger em [55]. Observando a equac¸a˜o de movimento pode-se ver
que cada componente de ym obedece a uma equac¸a˜o tipo Dirac, assim, a
energia tem de ter a forma
E =
( p
~p2+m2 (q= 0)q
p23+m
2+2njqjB (q 6= 0) : (3.7)
Ale´m disso, ym tem 4 componentes, mas, duas equac¸o˜es sa˜o na ver-
dade restric¸o˜es, o que significa que apenas 2 das componentes ym sa˜o real-
mente independentes. Enta˜o, ym teˆm 2 polarizac¸o˜es, mas, (devido a soluc¸a˜o
de equac¸a˜o de Dirac) cada polarizac¸a˜o e´ duplamente degenerada. Na presenc¸a
de um campomagne´tico ha´ uma outra restric¸a˜o para os nı´veis de energia n= 0
e n= 1, o que conduz a` degenerac¸a˜o seguinte para os estados de energia
g =

4 (q= 0)
4 2dn0 dn1 (q 6= 0) : (3.8)
Os me´sons com spin 0 sa˜o descritos pela densidade Lagrangiana de
Klein-Gordon [84] (vide Apeˆndice B)
L KG = DmyDmy m2yy; (3.9)
cuja equac¸a˜o de movimento e´ dada por
(DmDm +m2)y = 0; (3.10)
com a energia satisfazendo a relac¸a˜o:
E =
( p
~p2+m2 (q= 0)q
p23+m
2+(2n+1)jqjB (q 6= 0) : (3.11)
Os me´sons com spin 1 sa˜o descritos pela densidade Lagrangiana de
Proca [83] (vide Apeˆndice D)
L P =
1
2
(Dmyn Dnym)(Dmyn  Dnym) m2ynyn : (3.12)
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A equac¸a˜o do movimento e´
(DmDm +m2)yn = 0 com Dmym = 0: (3.13)
Cada componente de ym obedece a uma equac¸a˜o do tipo Klein-
Gordon, de modo que os estados de energia sa˜o
E =
( p
~p2+m2 (q= 0)q
p23+m
2+(2n+1)jqjB (q 6= 0) ; (3.14)
ym tem 4 componentes, mas, uma das equac¸o˜es e´ uma equac¸a˜o de restric¸a˜o
comprimida, o que significa que apenas 3 componentes de ym sa˜o indepen-
dentes. Assim, cada estado de energia tem 3 polarizac¸o˜es no caso com carga
zero (ou sem campo magne´tico). Se a carga for diferente de zero (e temos
a presenc¸a de um campo magne´tico externo) ha´ uma restric¸a˜o adicional para
o nı´vel de energia n = 0, o que conduz a` seguinte degeneresceˆncia para os
estados de energia
g =

3 (q= 0)
3 dn0 (q 6= 0) : (3.15)
A seguir, iremos delinear alguns dos passos ba´sicos para obter as
densidades barioˆnica e mesoˆnica (mais detalhes podem ser encontrados no
Apeˆndice F). A func¸a˜o de partic¸a˜o no formalismo grande canoˆnico e´ dada
por:
Z = Tr
h
e b(åh Hˆh åh mhNˆh)
i
= Z fZb;
onde a soma em h e´ sobre todos os ha´drons em considerac¸a˜o, tanto fe´rmions
( f ) quanto bo´sons (b), mh e´ potencial quı´mico do ha´dron h, Hˆh e Nˆh sa˜o
os operadores hamiltoniano e nu´mero (vide Apeˆndice E), respectivamente,
e b = 1=T .
Para obter o trac¸o utilizamos o procedimento padra˜o, dividindo as
partı´culas em fe´rmions e bo´sons. O resultado e´:
Z f = eb å f ;r E
f
r Õ
f ;r

1+ e b (E
f
r  m f )

Õ
f ;r

1+ e b (E
f
r +m f )

e
Zb = eb åb;r E
b
r Õ
b;r
1
1  e b (Ebr mb)Õb;r
1
1  e b (Ebr +mb) ;
onde Ehr ;h= f ;b e´ a energia total da partı´cula h e r indica seu estado quaˆntico,
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i.e., r = s; px; py; pz (spin e momento no eixos x, y e z) para partı´culas sem
carga (q = 0) e r = n;s; py; pz (nı´vel de energia, spin e momento nos eixos y
e z) para partı´culas com carga (q 6= 0).
O potencial grande canoˆnico e´ Wh =   1b lnZh para h = f ;b de modo
que
W f = å
f ;r
E fr  
1
b åf ;r
ln

1+ e b (E
f
r  m f )

  1
b åf ;r
ln

1+ e b (E
f
r +m f )

e
Wb = å
b;r
Ebr +
1
b åb;r
ln

1  e b (Ebr mb)

+
1
b åb;r
ln

1  e b (Ebr +mb)

:
Utilizando a prescric¸a˜o de partı´cula na caixa:
å
r
= å
s;px;py;pz
)V gh 1
(2p)3
Z ¥
 ¥
d3p (q= 0)
e
å
r
= å
n;s;py;pz
)V gh jqjB
(2p)2
Z ¥
 ¥
dpz (q 6= 0);
onde V e´ o volume total ocupado pelo sistema, gh e jqj sa˜o, respectivamente,
a degeneresceˆncia e o mo´dulo da carga da partı´cula h e B e´ o valor do campo
magne´tico externo.
Com as expresso˜es corretas para a energia (Eh) e degeneresceˆncia (gh)
do ha´dron h, fazendo wh = WhV e utilizando as relac¸o˜es:
rh = ¶wh¶mh ; Ph = wh; sh =
¶Ph
¶T
e eh = wh+Ts+mhrh;
podemos obter todas as quantidades termodinaˆmicas de interesse. As densi-
dades de partı´culas para os ba´rions sa˜o
rb =
8>><>>:
gb
1
2p2
Z ¥
0
f (Eb mb)p2dp (q= 0)
¥
å
n=0
gb
jqbjB
2p2
Z ¥
0
f (Eb mb)dp (q 6= 0)
; (3.16)
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para os antiba´rions sa˜o
rab =
8>><>>:
gb
1
2p2
Z ¥
0
f (Eb+mb)p2dp (q= 0)
¥
å
n=0
gb
jqbjB
2p2
Z ¥
0
f (Eb+mb)dp (q 6= 0)
; (3.17)
onde gb da´ a degeneresceˆncia de cada partı´cula. Para os me´sons, as densida-
des de partı´culas ficam:
rm =
8>><>>:
gm
1
2p2
Z ¥
0
b(Em mm)p2dp (q= 0)
¥
å
n=0
gm
jqmjB
2p2
Z ¥
0
b(Em mm)dp (q 6= 0)
; (3.18)
com f (x) = (ex=T +1) 1 e b(x) = (ex=T  1) 1. Note que os antime´sons na˜o
sa˜o levados em conta, uma vez que as antipartı´culas dos me´sons sa˜o descritas
como outras partı´culas. Portanto, em nossa notac¸a˜o, o setor de antibo´sons do
formalismo fica de fora dos ca´lculos.
A densidade total de partı´culas barioˆnica e´
rB =å
b
(rb rab); (3.19)
e a densidade mesoˆnica total e´
rM =å
m
rm: (3.20)
A densidade de energia e´ dada pela soma das densidades de energia de
cada partı´cula, de modo que
e =å
b
(eb+ eab)+å
m
em; (3.21)
com
eb =
8>><>>:
gb
1
2p2
Z ¥
0
Eb f (Eb mb)p2dp (q= 0)
¥
å
n=0
gb
jqbjB
2p2
Z ¥
0
Eb f (Eb mb)dp (q 6= 0)
; (3.22)
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eab =
8>><>>:
gb
1
2p2
Z ¥
0
Eb f (Eb+mb)p2dp (q= 0)
¥
å
n=0
gb
jqbjB
2p2
Z ¥
0
Eb f (Eb+mb)dp (q 6= 0)
; (3.23)
em =
8>><>>:
gm
1
2p2
Z ¥
0
Emb(Em mm)p2dp (q= 0)
¥
å
n=0
gm
jqmjB
2p2
Z ¥
0
Emb(Em mm)dp (q 6= 0)
: (3.24)
A pressa˜o e´ dada por
P=å
b
(Pb+Pab)+å
m
Pm; (3.25)
com
Pb =
8>><>>:
gb
1
6p2
Z ¥
0
1
Eb
f (Eb mb)p4dp (q= 0)
¥
å
n=0
gb
jqbjB
2p2
Z ¥
0
1
Eb
f (Eb mb)p2dp (q 6= 0)
; (3.26)
Pab =
8>><>>:
gb
1
6p2
Z ¥
0
1
Eb
f (Eb+mb)p4dp (q= 0)
¥
å
n=0
gb
jqbjB
2p2
Z ¥
0
1
Eb
f (Eb+mb)p2dp (q 6= 0)
; (3.27)
Pm =
8>><>>:
gm
1
6p2
Z ¥
0
1
Em
b(Em mm)p4dp (q= 0)
¥
å
n=0
gm
jqmjB
2p2
Z ¥
0
1
Em
b(Em mm)p2dp (q 6= 0)
; (3.28)
a densidade de entropia pode ser encontrada atrave´s
s= e+P å
b
mb(rb rab) å
m
mmrm: (3.29)
Note que nas equac¸o˜es acima, p e E sa˜o o momento e a energia das
partı´culas no ga´s de ha´drons, os quais sa˜o integrados sobre todos os possı´veis
valores do momento. Eles na˜o sa˜o, obviamente, as medidas experimentais de
energia e momento transversal.
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O potencial quı´mico dos ha´drons e´
mh = Bh mB+ I3h mI3 +Sh mS; (3.30)
onde Bh, I3h e Sh sa˜o, respectivamente, o nu´mero barioˆnico, a terceira com-
ponente do isospin e a estranheza da partı´cula h. retirados do Particle Data
Group [85].
No´s impomos a conservac¸a˜o local do nu´mero barioˆnico, isospin e es-
tranheza. Esta imposic¸a˜o conduz a`s seguintes equac¸o˜es
å
h
Bh rh =
NB
V
; å
h
I3h rh =
I3
V
; å
h
Sh rh =
S
V
; (3.31)
onde NB e´ o nu´mero barioˆnico total, I3 e´ o isospin total, S e´ a estranheza
total do sistema e V e´ o volume ocupado pelo sistema. O potencial quı´mico
barioˆnico mB e´ um paraˆmetro de controle do sistema (o outro e´ a temperatura
T ). Os potenciais quı´micos de isospin mI3 e estranheza mS sa˜o determinados
atrave´s de suas respectivas leis de conservac¸a˜o. A conservac¸a˜o de carga e´
automaticamente obtida atrave´s das outras treˆs leis de conservac¸a˜o.
O nu´mero barioˆnico de um a´tomo Au e´ NB = (N+Z) = 79+ 118 =
197, o isospin e´ I3 = (Z  N)=2 = 19:5 e para o deute´rio (d), temos que
NB = 1+1= 2 e I3 = 0. Assim, assumindo que a estranheza total do sistema
e´ zero, temos as seguintes quantidades conservadas: Colisa˜o Au+Au, NB =
394, I3 = 39 e S= 0. Colisa˜o d+Au, NB = 199, I3 = 19:5 e S= 0.
Neste ponto, e´ importante enfatizar algumas das desvantagens da sim-
plicidade de nosso ca´lculo. Como mostrado em [19], o campo magne´tico
deve depender das cargas dos nu´cleos em colisa˜o e o nu´mero de participantes
deve variar para diferentes centralidades. Estas restric¸o˜es na˜o foram levados
em conta diretamente em nossos ca´lculos. Toda a informac¸a˜o que utilizamos
como input e´ provenientes das frac¸o˜es experimentais de partı´culas e o campo
magne´tico e´ modificado ate´ que o melhor ajuste seja encontrado. O nu´mero
de diferentes participantes se reflete apenas no raio resultante.
3.2 RESULTADOS
No´s implementamos um ajuste no c2 a fim de se obter a temperatura
e o potencial quı´mico. As propriedades das partı´culas (spin, massa, nu´mero
barioˆnico, isospin e estranheza) foram retirados do Particle Data Group [85].
Nas Tabelas 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 e 10 mostramos nossos resultados cor-
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respondentes a temperatura e potencial quı´mico que da˜o o valor mı´nimo para
o desvio quadra´tico c2:
c2 =å
i
(Rexpi  Rtheoi )2
s2i
; (3.32)
ondeRexpi eR
theo
i sa˜o a frac¸a˜o experimental e teo´rica da i-e´sima partı´cula, e
si representa o erro nos dados experimentais.
Nas Tabelas 3 a` 10 B e´ o campo magne´tico, T e´ a temperatura, mB
e´ o potencial quı´mico barioˆnico, c2 e´ o desvio quadra´tico, mI3 e´ o poten-
cial quı´mico de isospin, mS e´ o potencial quı´mico de estranheza, R e´ o
raio da fire-ball, rB = åb(rb   rab) e´ a densidade barioˆnica usual, rD =
rD++ rD¯++ +rD+ rD¯+ +rD0 rD¯0 +rD  rD¯  e´ a densidade barioˆnica de
deltas, rM = åmrm e´ a densidade de me´sons, rp = rp0 +rp+ +rp  e´ a den-
sidade de pı´ons, e e´ a densidade de energia, P e´ a pressa˜o, s e´ a densidade de
entropia e nd f e´ o nu´mero de graus de liberdade. Para B= 0, nd f = 5 (7 valo-
res experimentais menos 2 paraˆmetros livres, T e m), para B 6= 0, nd f = 4 (7
valores experimentais menos 3 paraˆmetros livres, T , m e B). p =p+, K =K+,
p¯=p, K =p , K+=p+ e p=p+ sa˜o as razo˜es de partı´culas teo´ricas (primeiras
7 colunas) e experimentais (u´ltima coluna) [86]. A temperatura e o potencial
quı´mico barioˆnico obtidos de um modelo esta´tico em [86] sa˜o tambe´m dados
na u´ltima coluna de todas as tabelas. E´ importante ressaltar que caso es-
tive´ssemos considerando os efeitos de volume excludente em nossos ca´lculos
o ajuste do c2 tambe´m levaria a resultados pro´ximos de 1. Para tornar clara a
melhoria no ajuste de dados por meio da adic¸a˜o do campo magne´tico, calcula-
mos o desvio percentual relativo (D%) com respeito aos valores experimentais
para B = 0 e o melhor B 6= 0 (as colunas em negrito nas tabelas) atrave´s da
equac¸a˜o
D% =
Rtheo RexpRexp
 100%; (3.33)
e mostramos esses valores entre pareˆnteses em todos as tabelas. Se compa-
rarmos o desvio relativo percentual dos resultados apresentados em negrito,
obtidos a partir do menor valor do desvio quadra´tico, com os obtidos para um
campo magne´tico nulo (primeiras colunas em todas as Tabelas), e´ evidente
que, salvo raras excec¸o˜es, a inclusa˜o do campo magne´tico produz razo˜es de
partı´culas muito mais pro´ximas dos resultados experimentais. Vale ressaltar
que quanto maior for a carga ele´ctrica das partı´culas, mais forte a influeˆncia
do campo magne´tico na sua densidade (ver eqs. (3.16-3.18)). No entanto,
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como estamos interessados principalmente nas razo˜es de partı´culas, este fato
na˜o pode ser observado a partir dos resultados apresentados nas Tabelas 3
a` 10. Ale´m disso, outras propriedades das partı´culas individuais, como o
seu espectro por exemplo, sa˜o resultado de um delicado equilı´brio entre o
preenchimento dos nı´veis de Landau (relacionado com a massa da partı´cula
[13, 41, 87]) e a interac¸a˜o que governa a produc¸a˜o de partı´culas. Neste traba-
lho, a interac¸a˜o forte e´ negligenciada uma vez que estamos lidando com gases
livres.
Nas Figuras 14-(a), 14-(b), 16-(a), 16-(b), 18-(a), 18-(b), 20-(a), 20-
(b), 22-(a), 22-(b), 24-(a), 24-(b), 26-(a), 26-(b), 28-(a) e 28-(b) mostramos
as razo˜es experimentais e teo´ricas para B = 0 e para B 6= 0 que produz o
melhor ajuste. Nas Figuras 15-(a), 17-(a), 19-(a), 21-(a), 23-(a), 25-(a), 27-
(a) e 29-(a) mostramos o comportamento do c2 para B= 0 e para B 6= 0 que
produz o melhor ajuste. Nas Figuras 15-(b), 17-(b), 19-(b), 21-(b), 23-(b), 25-
(b), 27-(b) e 29-(b) mostramos o comportamento do c2 em func¸a˜o do campo
magne´tico. Pode-se notar que o melhor ajuste e´ geralmente obtido para um
campo magne´tico em torno de 6 m2p , um pouco acima do que e´ esperado para
as coliso˜es no RHIC (5 m2p ). E´ surpreendente que o melhor ajuste sempre
acontec¸a para o mesmo valor do campo magne´tico.
Nossos resultados mostram que, mesmo para um ga´s livre de fe´rmions
e bo´sons, um forte campo magne´tico desempenha um papel importante. A
inclusa˜o do campo magne´tico melhora o ajuste dos dados ate´ um campo da
ordem de B= 1019 G. Para campos magne´ticos mais fortes, o ajuste torna-se
pior novamente. Este comportamento pode ser facilmente observado nas Ta-
belas 3 a` 10 e nas Figuras 15-(b) a` 29-(b). Deve-se ressaltar a forma como
o raio da fire-ball R e a densidade total r variam de acordo com o campo
magne´tico sistematicamente: R e r praticamente na˜o mudam entre B = 0 e
B= 1018 G, mas quando o campo aumenta ainda mais, o a densidade cresce
e o raio decresce. Este comportamento e´ comum a todos os casos de colisa˜o
estudados. Este salto enorme na densidade explica por que as razo˜es pioram
para um campo magne´tico da ordem de B= 1020 G, para o qual as densidades
sa˜o muito maiores do que e´ esperado em uma colisa˜o de ı´ons pesados. Ao
obter os valores a temperatura e potencial quı´mico barioˆnico para os diferen-
tes valores do campo magne´tico na˜o nos preocupamos com o limite superior
da temperatura. Sabemos que uma transic¸a˜o de fase deve ocorrer para uma
temperatura da ordem de 175 MeV, mas na˜o levamos isto em conta na hora de
obter os dados. Fizemos isto no intuito de obter uma melhor visualizac¸a˜o do
efeito dos campos muito altos nas propriedades termodinaˆmicas do sistema.
Nosso modelo da´ uma boa descric¸a˜o para as razo˜es de partı´cula/ an-
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tipartı´cula, mas na˜o consegue descrever a relac¸a˜o entre os pı´ons e as outras
partı´culas. Isso ocorre porque o modelo produz pı´ons demais como mos-
trado explicitamente nas densidades de partı´culas. Em todos os tipos de
colisa˜o nosso modelo apresenta uma densidade barioˆnica (rB) composta de
mais de 30% de ba´rions D e uma densidade de me´sons (rM) composta de
mais de 60% de p (rp ). Os desvios percentuais relativos nos rendimentos de
partı´culas mostram claramente que alguns resultados melhoram consideravel-
mente quando o campo magne´tico e´ considerado, enquanto outros permane-
cem inalteradas ou ate´ mesmo pioram um pouco. No entanto, nossas figu-
ras tambe´m mostram que o comportamento do c2 muda drasticamente com
a adic¸a˜o do campo magne´tico e que as temperaturas e potenciais quı´micos
calculados atrave´s um modelo estatı´stico com volume excludente fica quase
sempre dentro da elipse de confianc¸a 3 s obtida para o melhor c2, mas
ficam sempre fora das elipses de confianc¸a obtidas com campo magne´tico
nulo.
Gostarı´amos de ressaltar que quando comec¸amos a este trabalho, na˜o
esta´vamos cientes das refereˆncias [79, 80] e foram utilizados dados obtidos
para baixas centralidades, i.e., baixos paraˆmetros de impacto. Estes resulta-
dos esta˜o presentes nas Tabelas 3, 5, 7 e 9 e nas Figuras 14, 15, 18, 19, 22, 23,
26 e 27. Nestes casos, os c2 mı´nimos obtidos sa˜o geralmente menores, que e´
o contra´rio do que se espera, uma vez que para as coliso˜es centrais o campo
magne´tico deve ser menor. Acreditamos que isto ocorre devido as barras de
erro maiores que acompanham os dados de centralidades reduzidas.
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Figura 14: Au+Au (0-5%) colisa˜o a psNN = 200 A GeV. (a) razo˜es de
partı´cula/antipartı´cula. (b) razo˜es mistas.
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Figura 15: Au+Au (0-5%) colisa˜o a psNN = 200 A GeV. (a) e (b) comportamento
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Figura 16: Au+Au (70-80%) colisa˜o a psNN = 200 GeV. (a) razo˜es de
partı´cula/antipartı´cula. (b) razo˜es mistas.
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Figura 18: Au+Au (0-6%) colisa˜o a psNN = 130 A GeV. (a) razo˜es de
partı´cula/antipartı´cula. (b) razo˜es mistas.
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Figura 19: Au+Au (0-6%) colisa˜o a psNN = 130 A GeV. (a) e (b) comportamento
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Figura 20: Au+Au (58-85%) colisa˜o a psNN = 130 A GeV. (a) razo˜es de
partı´cula/antipartı´cula. (b) razo˜es mistas.
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Figura 21: Au+Au (58-85%) colisa˜o a psNN = 130 A GeV. (a) e (b) comporta-
mento do c2.
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Figura 22: Au+Au (0-5%) colisa˜o a psNN = 62.4 A GeV. (a) razo˜es de
partı´cula/antiparticula. (b) razo˜es mistas.
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Figura 23: Au+Au (0-5%) colisa˜o apsNN = 62.4 AGeV. (a) e (b) comportamento
do c2.
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Figura 24: Au+Au (70-80%) colisa˜o a psNN = 62.4 GeV. (a) razo˜es de
partı´cula/antiparticula. (b) razo˜es mistas.
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Figura 25: Au+Au (70-80%) colisa˜o apsNN = 62.4 GeV. (a) e (b) comportamento
do c2.
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Figura 26: d+Au (0-20%) colisa˜o a psNN = 200 A GeV. (a) razo˜es de
partı´cula/antiparticula. (b) razo˜es mistas.
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Figura 27: d+Au (0-20%) colisa˜o a psNN = 200 A GeV. (a) e (b) comportamento
do c2.
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Figura 28: d+Au (40-100%) colisa˜o a psNN = 200 GeV. (a) razo˜es de
partı´cula/antiparticula. (b) razo˜es mistas.
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Figura 29: d+Au (40-100%) colisa˜o a psNN = 200 GeV. (a) e (b) comportamento
do c2.
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Os resultados contidos nas Tabelas 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 e 10 e Figuras 14, 15,
16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28 e 29 apresentam uma pe-
quena discrepaˆncia em relac¸a˜o aos resultados originalmente publicados e que
podem ser vistos em [68]. Isto ocorre pois, durante a preparac¸a˜o final da tese,
um pequeno erro foi encontrado, que na˜o alterou em nada a ana´lise qualita-
tiva e, como pode ser observado, modificou apenas levemente os resultados
quantitativos. Todos os ca´lculos foram refeitos e os resultados corretos sa˜o os
presentes neste Capı´tulo.
85
4 CONCLUSA˜O
No Capı´tulo 1 foi apresentada uma breve introduc¸a˜o a`s coliso˜es de
ı´ons pesados, a importaˆncia do seu estudo para um melhor entendimento
do processo evolutivo do universo, os principais observa´veis experimentais
e as buscas que foram e teˆm sido feitas com o objetivo de encontrar uma
confirmac¸a˜o experimental da existeˆncia do plasma de quarks e glu´ons.
No Capı´tulo 2 apresentamos uma soluc¸a˜o para a equac¸a˜o de Rarita-
Schwinger na presenc¸a de um campo magne´tico externo constante. A
equac¸a˜o de RS descreve as partı´culas de spin 3/2 e sua soluc¸a˜o e´ essencial
para a correta descric¸a˜o desse tipo de partı´cula.
A equac¸a˜o de RS [33], quando acoplada a um campo magne´tico e´
inconsistente com a covariaˆncia de Lorentz [44] e suas frentes de onda apre-
sentam modos de propagac¸a˜o na˜o-causais [47, 48]. Estes dois graves proble-
mas tornam a descric¸a˜o das partı´culas de spin 3/2 sob efeito de um campo
magne´tico externo algo na˜o trivial. No Capı´tulo 2 revisitamos a equac¸a˜o
Rarita-Schwinger incluindo a interac¸a˜o electromagne´tica atrave´s do esquema
de acoplamento mı´nimo. Demonstramos que para uma dada prescric¸a˜o do
calibre, em que o campo magne´tico e´ transversal ao plano xy e constante,
e´ possı´vel evitar as inconsisteˆncias mencionadas. Este resultado conduz a
soluc¸o˜es do tipo Dirac, que evitam consistentemente os problemas de na˜o-
causalidade permitindo a utilizac¸a˜o de partı´culas de spin 3/2 sob efeito de
campos magne´ticos com o formalismo correto, algo que era impossı´vel ate´
enta˜o. Dos resultados apresentados no Capı´tulo 2 pode-se ver que a ocupac¸a˜o
dos nı´veis de Landau por partı´culas de spin 3=2 e´ diferente da ocupac¸a˜o das
partı´culas de spin 1=2. Este fato tem grande influeˆncia nos estudos envol-
vendo equac¸o˜es de estado, densidade de partı´culas, amplitudes de espalha-
mento e outros ca´lculos de interesse para astrofı´sica nuclear e fı´sica de co-
liso˜es de ı´ons pesados.
No Capı´tulo 3 utilizamos o formalismo do Capı´tulo 2, em conjunto
com as soluc¸o˜es ja´ conhecidas das equac¸o˜es de Dirac, Klein-Gordon e Proca,
para analisar os efeitos do campo magne´tico sobre as razo˜es de partı´culas
obtidas em uma colisa˜o de ı´ons pesados.
Com a possibilidade de descrever corretamente as partı´culas de spin
3/2 interagentes com um campo magne´tico externo, investigamos o efeito
de tal campo nas coliso˜es de ı´ons pesados, atrave´s de um ajuste do desvio
quadra´tico. No Capı´tulo 3 utilizando um modelo de ga´s livre, encontramos
o valor do campo magne´tico que melhor descreve as razo˜es de partı´culas ob-
servadas experimentalmente. Os resultados mostram que, mesmo para um
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(a)
(b)
Figura 30: Valor me´dio absoluto do (a) campo magne´tico e (b) campo ele´trico
na origem em t=0 como uma func¸a˜o do paraˆmetro de impacto para uma colisa˜o
Au+Au a psNN = 200 GeV [79].
ga´s livre de fe´rmions e bo´sons, um forte campo magne´tico desempenha um
papel importante. A princı´pio, foram utilizados dados de coliso˜es frontais
(com menor paraˆmetro de impacto) para a realizac¸a˜o do ajuste pois ainda na˜o
esta´vamos cientes dos resultados apresentados em [79, 80]. Na Figura 30-(a)
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veˆ-se que os campos magne´ticos esperados nas coliso˜es perife´ricas sa˜o muito
maiores do que os esperados nas coliso˜es frontais, ale´m disso, como mostrado
na Figura 30-(b), o campo ele´trico assume valores muito altos nas coliso˜es
frontais e diminui nas coliso˜es perife´ricas, o que nos deixa mais conforta´veis
em relac¸a˜o ao fato de na˜o termos considerado o campo ele´trico nos ca´lculos.
Para obter uma comparac¸a˜o mais realı´stica em relac¸a˜o aos dados experimen-
tais, refizemos nossas simulac¸o˜es utilizando os dados das coliso˜es perife´ricas
(maior paraˆmetro de impacto), mas a fim de complementar o nosso estudo,
apresentamos os dois resultados no Capı´tulo 3. Para as coliso˜es frontais, os c2
mı´nimos sa˜o geralmente menores, ao contra´rio do que seria esperado, acredi-
tamos que isto ocorre devido as barras de erro maiores que acompanham os
dados de centralidades reduzidas.
O modelo de ga´s livre de fe´rmions e bo´sons da´ uma boa descric¸a˜o
para as razo˜es de partı´cula/antipartı´cula, mas na˜o consegue descrever corre-
tamente a relac¸a˜o entre os pı´ons e as outras partı´culas. Isso ocorre porque o
modelo produz pı´ons em demasia, o que poderia ser resolvido adicionando
algum tipo de interac¸a˜o a lagrangiana do modelo mas estava fora do escopo
deste trabalho. Nossas figuras mostram que apesar de os desvios percentuais
relativos nos rendimentos de partı´culas nem sempre melhorarem significativa-
mente, o comportamento do c2 muda drasticamente com a adic¸a˜o do campo
magne´tico, alterando sensivelmente as temperaturas e potenciais quı´micos
obtidos.
Nossos ca´lculos superestimam o valor do campo magne´tico em
uma colisa˜o de ı´ons pesados. Em [19] os autores mostraram que o campo
magne´tico cai 4 ordens de magnitude desde o valor inicial de aproxima-
damente 5 m2p ate´ que o freeze-out seja atingido e as razo˜es de partı´culas
sejam estabilizadas (Figuras 31-(a) e (b)). Em [18] e´ realizado um ca´lculo da
dependeˆncia temporal do campo magne´tico, incluindo os efeitos da conduti-
vidade ele´trica do QGP e expansa˜o longitudinal, o autor conclui que o campo
magne´tico, cujo valor inicial e´ pro´ximo de 6 m2p , decai por um fator de 100
entre o tempo inicial e final (5 fm=c). Em nosso ca´lculos encontramos um
valor para o campo magne´tico muito pro´ximo do que e´ esperado no inı´cio
da colisa˜o, no entanto, durante o freeze-out, momento em que as razo˜es de
partı´culas sa˜o obtidas, e´ esperado que os campos ja´ tenham decaı´do bastante
com relac¸a˜o a seu valor inicial e, portanto, na˜o produzam um grande efeito
nas razo˜es de partı´culas.
Existem va´rias melhorias que podem ser feitas no modelo de forma a
ajustar melhor os dados experimentais sem perder a generalidade ou recorrer
a modelos de volume excludente. A primeira delas e´ a inclusa˜o do campo
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(a)
(b)
Figura 31: Campo magne´tico no eixo z (multiplicado pela carga do ele´tron) na
origem em uma colisa˜o Au+Au a energias de (a)psNN = 62GeV e (b)psNN = 200
GeV [19].
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ele´trico. Apesar de ter sido uma das primeiras melhoria a serem consideradas
para nosso modelo, a inclusa˜o do campo ele´trico se mostrou deveras compli-
cada. Em primeiro lugar sa˜o necessa´rias as soluc¸o˜es das equac¸o˜es de Klein-
Gordon, Dirac, Proca e Rarita-Schwinger na presenc¸a de um campo ele´trico
para que possamos obter as expresso˜es para a energia e degeneresceˆncia das
partı´culas, ca´lculos estes que envolvem um nı´vel de dificuldade muito supe-
rior ao do caso do campo magne´tico. Apo´s isso, e´ necessa´rio considerar o
caso dos campos ele´trico e magne´tico concomitantemente. Neste ponto as
duas situac¸o˜es mais simples sa˜o as de que os campos sejam paralelos ou per-
pendiculares. Estes resultados na˜o esta˜o totalmente feitos na literatura, ou
pelo menos as expresso˜es para energia e degeneresceˆncia na˜o podem ser ob-
tidos de forma clara.
A inclusa˜o de outro quark ao modelo, o quark charmoso, tambe´m po-
deria causar alguma melhora nos resultados, sem apresentar tantas dificulda-
des de implementac¸a˜o, bastando apenas expandir o zoolo´gico de partı´culas.
Como o modelo produz muitos pı´ons outra forma de melhorar o
ajuste dos dados seria atrave´s da adic¸a˜o de algum tipo de interac¸a˜o entre as
partı´culas. Novamente, o problema neste caso e´ a soluc¸a˜o das equac¸o˜es e
obtenc¸o˜es das expresso˜es para energia e degeneresceˆncia. Ale´m disso, neste
caso sairı´amos da situac¸a˜o do ga´s livre, que era o nosso objetivo no principio
do trabalho, mesmo assim e´ um va´lido caminho a ser desenvolvido no futuro.
As duas u´ltimas possibilidades de melhoria tambe´m apresentam difi-
culdades te´cnicas muito grandes devido aos ca´lculos envolvidos. Considerar a
evoluc¸a˜o temporal do campo magne´tico no processo e seu decaimento com o
tempo seria de grande valia nos estudos desenvolvidos neste trabalho, pore´m,
tal ca´lculo apresenta dificuldades imensas. Ale´m da evoluc¸a˜o temporal, a pos-
sibilidade de avaliar a transic¸a˜o de fase e seu efeito nas razo˜es de partı´culas
geradas, seria de grande interesse para o estudo das coliso˜es de ı´ons pesados
e nos levaria a uma outra direc¸a˜o de pesquisa.
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APEˆNDICE A – NOTAC¸A˜O E CONVENC¸O˜ES
I´ndices latinos i; j;k; l; ::: correm sobre as treˆs coordenadas espaciais
1;2;3 ou x;y;z.
I´ndices gregos m ;n ;r;s ; ::: correm sobre as quatro coordenadas do
espac¸o-tempo 0;1;2;3 ou t;x;y;z.
I´ndices repetidos sa˜o somados, a menos que indicado o contra´rio.
Tensor me´trico:
gmn = g
mn =
0BB@
1 0 0 0
0  1 0 0
0 0  1 0
0 0 0  1
1CCA : (A.1)
Coordenadas contravariantes de um quadrivetor:
xm = (x0;x1;x2;x3) = (t;x;y;z) = (t;~x): (A.2)
Coordenadas covariantes:
xm = gmnx
n = (x0; x1; x2; x3) = (t; x; y; z) = (t; ~x): (A.3)
Produto escalar entre quadrivetores:
AmBm = AmgmnBn = A0B0 A1B1 A2B2 A3B3 = A0B0 ~A ~B: (A.4)
Derivada contravariante e covariante:
¶ m  ¶
¶xm
=

¶
¶ t
; ~Ñ

; ¶m  ¶¶xm =

¶
¶ t
;~Ñ

; (A.5)
onde
~Ñ=
¶
¶x1
eˆ1+
¶
¶x2
eˆ2+
¶
¶x3
eˆ3 =

¶
¶x1
;
¶
¶x2
;
¶
¶x3

= (¶1;¶2;¶3) : (A.6)
Quadridivergeˆncia:
¶ mAm =
¶A0
¶ t
+~Ñ ~A; ¶ m¶m = ¶
2
¶ t2
 Ñ2: (A.7)
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Matrizes de Pauli:
s1 =

0 1
1 0

; s2 =

0  i
 i 0

; s3 =

1 0
0  1

; (A.8)
~s = (s1;s2;s3) = (sx;sy;sz): (A.9)
Matrizes de Dirac:
g0 =

I 0
0  I

; ~g =

0 ~s
 ~s 0

; (A.10)
gm = (g0;~g); gm = (g0; ~g); (A.11)
g0 =
0BB@
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0  1 0
0 0 0  1
1CCA ; g1 =
0BB@
0 0 0 1
0 0 1 0
0  1 0 0
 1 0 0 0
1CCA ;
g2 =
0BB@
0 0 0  i
0 0  i 0
0 i 0 0
i 0 0 0
1CCA ; g3 =
0BB@
0 0 1 0
0 0 0  1
 1 0 0 0
0 1 0 0
1CCA ;
(A.12)
g5 = ig0g1g2g3 =
0BB@
0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0
1CCA ; (A.13)
g5g0 =

0  I
I 0

; g5~g =
 ~s 0
0 ~s

; (A.14)
onde I e´ a matriz identidade:
I=

1 0
0 1

: (A.15)
Definimos:
~a = g0~g =

0 ~s
~s 0

e b = g0: (A.16)
smn =
i
2
[gm ;gn ] =
i
2
(gmgn   gngm) =

0 se m = n
igmgn se m 6= n ; (A.17)
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s0i = i

0 s i
s i 0

; s i j = ei jk

s k 0
0 s k

: (A.18)
Sı´mbolo de Levi-Civita:
ei jkl::: =
8<:+1 se (i; j;k; l; :::) e´ uma permutac¸a˜o par de (1;2;3;4; :::) 1 se (i; j;k; l; :::) e´ uma permutac¸a˜o ı´mpar de (1;2;3;4; :::)0 se dois ı´ndices sa˜o iguais :
(A.19)
Utilizaremos o sistema natural de unidades h¯ = c = 1, definiremos
tambe´m e0 = m0 = 1, assim, da relac¸a˜o a = e
2
4pe0h¯c
, obtemos que a carga do
ele´tron e´ e =
p
4pa onde a = 1137 . O sistema de unidades definido desta
forma e´ conhecido como Heaviside-Lorentz [81].
Devido as diferenc¸as nas equac¸o˜es para o campo ele´trico e magne´tico
que existem entre sistemas SI e CGS, quando passamos ao sistema de uni-
dades naturais a unidade do campo magne´tico passa a depender da definic¸a˜o
utilizada para a carga do ele´tron, que pode ou na˜o apresentar um fator dep
4p . A maneira mais fa´cil de se evitar tais ambiguidades em relac¸a˜o a esco-
lha de unidades e´ utilizarmos eB como padra˜o para medir a forc¸a do campo
magne´tico, ao inve´s de apenas B.
Dadas as constantes:
h¯= 6:58210 22 MeV s;
me = 0:511
MeV
c2
= 9:10910 31 kg;
e= 1:60210 19C =
p
4pa :
(A.20)
Podemos converter as unidades do campo magne´tico B:
1T = 1
kg
sC
= 1:9510 10 MeV2;
1 G= 10 4 T= 1:9510 14 MeV2;
(A.21)
sendo a massa do pı´on mp = 140 MeV, temos
1 eG= 5:9110 15 MeV2 = 3:0110 19 m2p
1 m2p = 1:96104 MeV2 = 3:321018 eG:
(A.22)
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APEˆNDICE B – SOLUC¸A˜O DA EQUAC¸A˜O DE KLEIN-GORDON NA
PRESENC¸A DE UM CAMPOMAGNE´TICO
Nos Apeˆndices B, C e D vamos utilizar a te´cnica desenvolvida em [53]
para obtermos as expresso˜es para as energias e a degeresceˆncias dos nı´veis
de energia das partı´culas de spin 0, 1/2 e 1, respectivamente.
A densidade Lagrangiana de Klein-Gordon e´ dada por
L KG = (¶ my)(¶my) m2yy; (B.1)
onde o y e´ um campo escalar e y e´ seu complexo conjugado. Dada a
equac¸a˜o de Euler-Lagrange
¶m
¶L
¶ (¶my)
  ¶L
¶y
= 0; (B.2)
aplicando (B.2) em (B.1), em relac¸a˜o ao campo y ,obtemos a equac¸a˜o de
movimento para uma partı´cula de spin 0
(+m2)y = (¶ m¶m +m2)y = 0 ou y¨ = (Ñ2 m2)y: (B.3)
Com o objetivo de tratar de modo unificado as soluc¸o˜es de energias
positivas e negativas, definimos E como positivo e utilizamos o ansatz a seguir
y(e)(~x; t) = f (e)(~x)e ieEt =C(e)e ieEt+ie pxx+ie pyy+ie pzz; (B.4)
assim, e = +( ) corresponde aos estados de energia positiva (negativa) e
C(e) e´ uma constante.
Substituindo o ansatz (B.4) para y(e) na equac¸a˜o de movimento (B.3)
obtemos
( E2+ p2x + p2y + p2z +m2)C(e) = 0; (B.5)
e portanto
E = E(px; py; pz) =
q
p2x + p2y + p2z +m2 =
p
~p2+m2: (B.6)
Introduziremos o campo magne´tico atrave´s da prescric¸a˜o do acopla-
mento mı´nimo
¶m ! Dm = ¶m + iqAm ; (B.7)
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vamos escrever a carga como q= eqjqj, deste modo eq =+( ) corresponde a
uma partı´cula de carga positiva (negativa) e considerar um campo magne´tico
constante na direc¸a˜o z atrave´s do calibre:
Am(~x; t) = dmyxB ! A0 = 0 e ~A(~x) = (0;xB;0)
~Ñ ~A= 0 e ~Ñ~A= Beˆ3:
(B.8)
Utilizando a notac¸a˜o definida em (B.4) o ansatz adequado para procu-
rarmos as soluc¸o˜es de energias positivas e negativas na presenc¸a de um campo
magne´tico na direc¸a˜o z, pode ser escritos na forma
y(e)(~x; t) = f (e)(~x)e ieEt = f (e)(x)e ieEt+ie pyy+ie pzz: (B.9)
Determinaremos f (e) substituindo o novo y(e) (B.9) na equac¸a˜o de
movimento (B.3)
[E2  pˆ2x  (e py  eqjqjBx)2  p2z  m2] f (e) = 0; (B.10)
por convenieˆncia defini-se a varia´vel
x = (jqjB)1=2(x  eqe pyjqjB ); (B.11)
com isso 
¶ 2
¶x 2
+
E2  p2z  m2
jqjB  x
2

f (e) = 0; (B.12)
que e´ a equac¸a˜o do oscilador harmoˆnico quaˆntico unidimensional
¶ 2
¶x 2
+l  x 2

vn(x ) = 0; (B.13)
com
vn(x ) =
1p
p1=22nn!
Hn(x )e x
2=2; (B.14)
onde Hn(x ) sa˜o os polinoˆmios de Hermite [91] cujos autovalores sa˜o
l = 2n+1; (B.15)
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e portanto
E = E(pz;n) =
q
p2z +m2+ p2n =
q
p2z +m2+(2n+1)jqjB: (B.16)
Neste caso, a expressa˜o adequada para f (e) sera´ dada por
f (e) =C(e)vn(x ); (B.17)
ondeC(e) e´ uma constante.
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APEˆNDICE C – SOLUC¸A˜O DA EQUAC¸A˜O DE DIRAC NA
PRESENC¸A DE UM CAMPOMAGNE´TICO
Continuando o que foi comec¸ado no Apeˆndice B, iremos agora resol-
ver a equac¸a˜o de Dirac, que descreve partı´culas de spin 1/2, afim de obter
novamente as expresso˜es para a energia e para a degenerescencia dos nı´veis
de energia.
A densidade Lagrangiana de Dirac e´ dada por
L D = y¯(igm¶m  m)y; (C.1)
onde y e´ um campo espinorial e y¯ = y†g0. Aplicando a equac¸a˜o de
Euler-Lagrange (B.2) em (C.1) obtemos a equac¸a˜o de movimento para uma
partı´cula de spin 1/2
(igm¶m  m)y = 0 ou iy˙ = ( i~a ~Ñ+mb )y; (C.2)
onde ~a = g0~g e b = g0 (vide Apeˆndice A). Assumindo o ansatz (B.4) para
cada uma das componente de y(e) e substituindo na equac¸a˜o de movimento
(C.2)
i¶tI 0
0  i¶tI

+

0 s  ~ˆp
 s  ~ˆp 0

 

mI 0
0 mI

y(e) = 0; (C.3)
a relac¸a˜o anterior pode ser escrita como
(eE m)I  (sxe px+sye py+sze pz)
sxe px+sye py+sze pz  (eE+m)I

C(e) = 0; (C.4)
onde fazendo a substituic¸a˜o
sxpx+sypy+szpz =

e pz e px  ie py
e px+ ie py  e pz

; (C.5)
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obtemos0BB@
eE m 0  e pz  (e px  ie py)
0 eE m  (e px+ ie py) e pz
e pz e px  ie py  (eE+m) 0
e px+ ie py  e pz 0  (eE+m)
1CCA
0BBB@
C(e)1
C(e)2
C(e)3
C(e)4
1CCCA= 0:
(C.6)
Para obtermos soluc¸o˜es na˜o triviais a matriz na˜o pode ser inversı´vel e,
portanto, o seu determinante deve ser nulo. Para o ca´lculo deste determinantes
vamos utilizar a propriedade de decomposic¸a˜o de uma matriz composta por
blocos de submatrizes
A B
C D

=

A 0
C I

I A 1B
0 D CA 1B

; (C.7)
portanto
det

A B
C D

= det

A 0
C I

I A 1B
0 D CA 1B

= detAdet(D CA 1B):
(C.8)
Utilizando estes resultados na matriz dos coeficientes (C.6) obtemos
det

eE m 0
0 eE m

det
" (eE+m) 0
0  (eE+m)

+
1
eE m

e pz (e px  ie py)
(e px+ ie py)  e pz
2#
= 0;
(C.9)
a soluc¸a˜o da equac¸a˜o acima resulta em
E = E(px; py; pz) =
q
p2x + p2y + p2z +m2 =
p
~p2+m2: (C.10)
A equac¸a˜o matricial (C.6) nos leva a um conjunto de equac¸o˜es
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alge´bricas paraC(e)i
(eE m)C(e)1   e pzC(e)3   (e px  ie py)C(e)4 = 0;
(eE m)C(e)2   (e px+ ie py)C(e)3 + e pzC(e)4 = 0;
(eE+m)C(e)3   e pzC(e)1   (e px  ie py)C(e)2 = 0;
(eE+m)C(e)4   (e px+ ie py)C(e)1 + e pzC(e)2 = 0:
Das duas u´ltimas expresso˜es obtemos
C(e)3 =
1
eE+m
h
e pzC
(e)
1 +(e px  ie py)C(e)2
i
; (C.11)
C(e)4 =
1
eE+m
h
(e px+ ie py)C
(e)
1   e pzC(e)2
i
; (C.12)
que podem ser reescritas como0BBB@
C(e)1
C(e)2
C(e)3
C(e)4
1CCCA=
0BB@
1
0
e pz
eE+m
e px+ie py
eE+m
1CCAC(e)1 +
0BB@
0
1
e px ie py
eE+m e pz
eE+m
1CCAC(e)2 : (C.13)
Os estados de energia positiva ou negativa dependem de duas cons-
tantes independentes e, portanto, sa˜o duplamente degenerados. Por exemplo,
dentre as va´rias possibilidades poderı´amos escolher (C(e)1 = 1 e C
(e)
2 = 0) ou
(C(e)1 = 0 e C
(e)
2 = 1).
Introduzindo o campo magne´tico atrave´s do acoplamento mı´nimo
(B.7) tomando o calibre (B.8), assumindo o ansatz (B.9) para cada uma das
componentes de y(e) e substituindo diretamente na equac¸a˜o de movimento
(B.2), obtemos(
i¶tI 0
0  i¶tI

+

0 s  ~ˆp+ eqjqjBxsy
 (s  ~ˆp+ eqjqjBxsy) 0

 

mI 0
0 mI
)
y(e) = 0:
(C.14)
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A relac¸a˜o acima pode ser escrita como"
(eE m)I s  ~ˆp+ eqjqjBxsy
 (s  ~ˆp+ eqjqjBxsy)  (eE+m)I
#
f (e) = 0; (C.15)
substituindo
s  ~ˆp+ eqjqjBxsy =sx pˆx sye py sze pz+ eqjqjBxsy
=
  e pz i(e py  eqjqjBx+ ¶¶x )
i( e py+ eqjqjBx+ ¶¶x ) e pz

;
(C.16)
obtemos0BB@
eE m 0  e pz Oˆ1
0 eE m Oˆ2 e pz
e pz  Oˆ1  (eE+m) 0
 Oˆ2  e pz 0  (eE+m)
1CCA
0BBB@
f (e)1
f (e)2
f (e)3
f (e)4
1CCCA= 0; (C.17)
onde definimos
Oˆ1 = i(e py  eqjqjBx+ ¶¶x );
Oˆ2 = i( e py+ eqjqjBx+ ¶¶x );
(C.18)
e utilizando a relac¸a˜o (B.11) obte´m-se
Oˆ1 = i(jqjB)1=2( eqx + ¶¶x );
Oˆ2 = i(jqjB)1=2(eqx + ¶¶x ):
(C.19)
Das propriedades da func¸a˜o de onda do oscilador harmoˆnico uni-
dimensional pode-se escrever
 x + ¶
¶x

vn(x ) = 
p
2(n+1)vn+1(x );
x +
¶
¶x

vn(x ) =
p
2nvn 1(x );
(C.20)
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onde
vn(x ) =
1p
p1=22nn!
Hn(x )e x
2=2: (C.21)
Neste ponto devemos tratar separadamente os casos de carga positiva
e negativa. Para o caso de carga positiva eq = 1, o ansatz adequado para f (e)
sera´ dado por
f (e) =
0BBB@
f (e)1
f (e)2
f (e)3
f (e)4
1CCCA=
0BBB@
C(e)1 vn(x )
C(e)2 vn 1(x )
C(e)3 vn(x )
C(e)4 vn 1(x )
1CCCA ; (C.22)
ondeC(e)i sa˜o constantes. No caso de carga negativa eq = 1
f (e) =
0BBB@
f (e)1
f (e)2
f (e)3
f (e)4
1CCCA=
0BBB@
C(e)1 vn 1(x )
C(e)2 vn(x )
C(e)3 vn 1(x )
C(e)4 vn(x )
1CCCA : (C.23)
Substituindo ansatz para f (e) (C.22) e (C.23) na Equac¸a˜o (C.17) obte-
mos a seguinte relac¸a˜o entre os coeficientes0BB@
eE m 0  e pz  ieqpn
0 eE m ieqpn e pz
e pz ieqpn  (eE+m) 0
 ieqpn  e pz 0  (eE+m)
1CCA
0BBB@
C(e)1
C(e)2
C(e)3
C(e)4
1CCCA= 0; (C.24)
onde definimos pn =
p
2njqjB.
Para obtermos soluc¸o˜es na˜o triviais a matriz na˜o pode ser inversı´vel e,
novamente, o seu determinante deve ser nulo. Utilizando a propriedade (C.7)
obtemos
det

eE m 0
0 eE m

det
" (eE+m) 0
0  (eE+m)

+
1
eE m

e pz ieqpn
 ieqpn  e pz
2#
= 0;
(C.25)
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a soluc¸a˜o da Equac¸a˜o (C.25) resulta em
E = E(pz;n) =
q
p2z +m2+ p2n =
q
p2z +m2+2njqjB: (C.26)
A equac¸a˜o matricial (C.24) nos leva a um conjunto de equac¸o˜es
alge´bricas para C(e)i
(eE m)C(e)1   e pzC(e)3   ieqpnC(e)4 = 0;
(eE m)C(e)2 + ieqpnC(e)3 + e pzC(e)4 = 0;
(eE+m)C(e)3   e pzC(e)1   ieqpnC(e)2 = 0;
(eE+m)C(e)4 + ieqpnC
(e)
1 + e pzC
(e)
2 = 0:
Das duas u´ltimas expresso˜es obtemos
C(e)3 =
1
eE+m

e pzC
(e)
1 + ieqpnC
(e)
2

; (C.27)
C(e)4 = 
1
eE+m

ieqpnC
(e)
1 + e pzC
(e)
2

; (C.28)
que podem ser reescritas como0BBB@
C(e)1
C(e)2
C(e)3
C(e)4
1CCCA=
0BB@
1
0
e pz
eE+m
  ieqpneE+m
1CCAC(e)1 +
0BB@
0
1
ieqpn
eE+m
  e pzeE+m
1CCAC(e)2 : (C.29)
Os estados de energia positiva ou negativa dependem de duas cons-
tantes independentes e, portanto, sa˜o duplamente degenerados. Por exemplo,
dentre as va´rias possibilidades poderı´amos escolher (C(e)1 = 1 e C
(e)
2 = 0) ou
(C(e)1 = 0 eC
(e)
2 = 1). O estado fundamental na˜o e´ degenerado, pois devido as
Equac¸o˜es (C.22) e (C.23), no caso de carga q positiva, quando n= 0, os coe-
ficientesC(e)2 =C
(e)
4 = 0, resultando em um u´nico estado. No caso de carga q
negativa, os coeficientes C(e)1 =C
(e)
3 = 0, quando n = 0, resultando tambe´m
em um u´nico estado.
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A degeneresceˆncia pode ser associada a um ro´tulo de spin
n= l+( eqs+ 12 ); l = 0;1;2; :::; s=
1
2
; (C.30)
note que para o caso de carga positiva s=  12 (s= 12 ) corresponde aC
(e)
1 = 1 e
C(e)2 = 0 (C
(e)
1 = 0 eC
(e)
2 = 1), ocorrendo o oposto no caso de carga negativa.
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APEˆNDICE D – SOLUC¸A˜O DA EQUAC¸A˜O DE PROCA NA
PRESENC¸A DE UM CAMPOMAGNE´TICO
Dando prosseguimento aos Apeˆndices B e C iremos agora resolver a
equac¸a˜o de Proca, que descreve uma partı´cula de spin 1.
A densidade Lagrangiana de Proca e´ dada por
L P =  1
2
FmnF
mn +m2ymym
= 1
2
(¶myn  ¶nym)(¶ myn  ¶ nym)+m2ymym ;
(D.1)
onde ym e´ um campo vetor-escalar.
Aplicando a equac¸a˜o de Euler-Lagrange (B.2) em (D.1) obtemos a
equac¸a˜o de movimento para uma partı´cula de spin 1
¶mFmn +m2ym =¶m(¶ myn  ¶ nym)+m2ym
=ym  ¶ n(¶mym)+m2ym = 0;
(D.2)
ou
ym +m2ym = 0 com ¶mym = 0: (D.3)
Devido a`s equac¸o˜es de movimento, cada componente do campo ym
deve satisfazer uma equac¸a˜o do tipo Klein-Gordon. Da restric¸a˜o (¶ mym = 0)
obtemos
 EC(e)0 + pxC(e)x + pyC(e)y + pzC(e)z = 0: (D.4)
Podemos ver que das 4 componentes de ym , apenas 3 sa˜o independen-
tes, dizemos enta˜o que o campo ym tem treˆs polarizac¸o˜es, logo, uma partı´cula
que obedece a equac¸a˜o de Proca tem estados de energia com 3 polarizac¸o˜es
distintas (spin 1).
Introduzindo o campo magne´tico atrave´s do acoplamento mı´nimo
(B.7), assumindo o calibre (B.8) e utilizando a restric¸a˜o (Dmym = 0) obtemos
  ieE f (e)0 +

¶
¶x

f (e)x + i(e py  eqjqjBx) f (e)y + ie pz f (e)z = 0;
  ieE f (e)0   i

i
¶
¶x

f (e)x + i(e py  eqjqjBx) f (e)y + ie pz f (e)z = 0:
(D.5)
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Utilizando a definic¸a˜o (C.19) temos
  ieE f (e)0   i

Oˆ1+ Oˆ2
2

f (e)x +

Oˆ1  Oˆ2
2

f (e)y + ie pz f
(e)
z = 0;
  ieE f (e)0 +
Oˆ1
2
( i f (e)x + f (e)y )  Oˆ22 (i f
(e)
x + f
(e)
y )+ ie pz f
(e)
z = 0:
(D.6)
Da relac¸a˜o (C.20) vem
Oˆ1vn =
 ipn+1vn+1 para eq = 1
ipnvn 1 para eq = 1 ;
Oˆ2vn =

ipnvn 1 para eq = 1
 ipn+1vn+1 para eq = 1 ;
(D.7)
onde pn =
p
2njqjB. Utilizando (D.7) em (D.6) obtemos para eq = 1
 eEC(e)0 vn(x )+
pn+1
2
(iC(e)x  C(e)y )vn+1(x )
+
pn
2
( iC(e)x  C(e)y )vn 1(x )+ e pzC(e)z vn(x ) = 0;
(D.8)
e para eq = 1 temos
 eEC(e)0 vn(x )+
pn
2
(iC(e)x  C(e)y )vn 1(x )
+
pn+1
2
( iC(e)x  C(e)y )vn+1(x )+ e pzC(e)z vn(x ) = 0:
(D.9)
Generalizando, obtemos uma u´nica equac¸a˜o
 eEC(e)0 vn(x )+
pn+1
2
(ieqC
(e)
x  C(e)y )vn+1(x )
+
pn
2
( ieqC(e)x  C(e)y )vn 1(x )+ e pzC(e)z vn(x ) = 0:
(D.10)
Portanto novamente temos 3 polarizac¸o˜es possı´veis, exceto para n= 0,
quando teremos de impor ieqC
(e)
x = C
(e)
y , o que nos da uma equac¸a˜o a mais
e portanto uma polarizac¸a˜o a menos, assim, para n = 0 teremos apenas 2
polarizac¸a˜o possı´veis.
A degeneresceˆncia dos nı´veis de energia tambe´m pode ser associada a
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um ro´tulo de spin
n= l  eqs; l = 0;1;2; :::; s= 0;1: (D.11)
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APEˆNDICE E – ME´TODO DA SEGUNDA QUANTIZAC¸A˜O
No me´todo da segunda quantizac¸a˜o ou quantizac¸a˜o canoˆnica [88, 89]
impomos aos campos1 e seus momentos generalizados as relac¸o˜es de
anticomutac¸a˜o (+), para os fe´rmions, e comutac¸a˜o ( ), para os bo´sons, em
tempos iguais, que seguem
Yˆa(~x; t);Pˆa(~x0; t)

 = id (~x ~x0)h
Yˆa(~x; t);Yˆa(~x0; t)
i

=

Pˆa(~x; t);Pˆa(~x0; t)

 = 0;
(E.1)
onde o ı´ndice a refere-se a partı´cula em questa˜o (fe´rmions (+) e bo´sons ( ))
e Pˆ e´ o momento generalizado definido por
Pˆ(~x; t) =
¶La
¶¶ 0Pˆa
= iYˆ†a(~x; t): (E.2)
Fazendo uso da u´ltima relac¸a˜o (E.2) em (E.1) obtemos
Yˆa(~x; t);Yˆ†a(~x
0; t)

 = d (~x ~x0)da ;
Yˆa(~x; t);Yˆa(~x0; t)

 =

Yˆ†a(~x; t);Yˆ
†
a(~x
0; t)

 = 0:
(E.3)
Agora temos condic¸o˜es de quantizar os campos encontrados nas den-
sidades Hamiltonianas dos fe´rmions (+) e bo´sons ( ), atrave´s da te´cnica de
segunda quantizac¸a˜o:
Yˆa(~x; t) =å
r

aˆar f
(+)
a;r (~x)e iE
a
r t  bˆa†r f ( )a;r (~x)eiE
a
r t

; (E.4)
Yˆ†a(~x; t) =å
r

aˆa†r f
(+)†
a ;r (~x)eiE
a
r t  bˆar f ( )†a ;r (~x)e iE
a
r t

; (E.5)
onde a = f ;b e a soma em r e´ sobre todos nu´meros quaˆnticos. Para o caso
em que a partı´cula a na˜o tem carga (q = 0) temos r = s; px; py; pz, e para o
caso em que a partı´cula a tem carga (q 6= 0) temos r= s;n; py; pz e as energias
satisfazem as relac¸o˜es
Haf
()
a;r (~x) =Ear f ()ar (~x) (E.6)
1Aos campos indica que cada uma das componentes de Y deve obedecer as relac¸o˜es de
anticomutac¸a˜o/comutac¸a˜o.
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Substituindo os campos (E.4) na relac¸a˜o de anticomutac¸a˜o/comutac¸a˜o
(E.3), obtemos
Yˆa(~x; t);Yˆ†a(~x
0; t)

 =å
r
å
r0

f (+)a;r (~x)f
(+)†
a;r0 (~x
0)
h
aˆar ; aˆ
a†
r0
i

e i(E
a
r  Ear0 )t
f (+)a;r (~x)f ( )†a;r0 (~x0)

aˆar ; bˆ
a
r0

 e
 i(Ear +Ear0 )t
f ( )a;r (~x)f (+)†a;r0 (~x0)
h
bˆa†r ; aˆ
a†
r0
i

ei(E
a
r +E
a
r0 )t
+f ( )a;r (~x)f
( )†
a;r0 (~x
0)

bˆa†r ; bˆ
a
r0

 e
i(Ear  Ear0 )t

:
(E.7)
Para implementar o me´todo da quantizac¸a˜o canoˆnica devemos impor
aos operadores de criac¸a˜o (aniquilac¸a˜o) de partı´culas, aˆa†r (aˆ
a
r ), e aos ope-
radores de criac¸a˜o (aniquilac¸a˜o) de antipartı´culas, bˆa†r (bˆ
a
r ), as relac¸o˜es de
anticomutac¸a˜o/comutac¸a˜o que seguemh
aˆar ; aˆ
a†
r0
i

=
h
bˆar ; bˆ
a†
r0
i

= drr0 ;h
aˆar ; aˆ
a
r0
i

=

bˆar ; bˆ
a
r0

 = 0:
(E.8)
Substituindo as u´ltimas relac¸o˜es de anticomutac¸a˜o/comutac¸a˜o (E.8) na
equac¸a˜o (E.7) obtemos
Yˆa(~x; t);Yˆ†a(~x
0; t)

 =å
r

f (+)a ;r (~x)f
(+)†
a;r0 (~x
0)+f ( )a;r (~x)f
( )†
a ;r0 (~x
0)

=d (~x ~x0);
(E.9)
onde utilizamos a propriedade de completeza da base de estados para obter a
u´ltima igualdade.
A Hamiltoniana dos fe´rmions (+) e bo´sons ( ) em segunda
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quantizac¸a˜o fica
Hˆa =
Z
d3xy†a(~x; t)Haya(~x; t)
=
Z
d3xå
r

aˆa†r f
(+)†
a;r (~x)eiE
a
r t  bˆar f ( )†a ;r (~x)e iE
a
r t

Ha
å
r0

aˆar0f
(+)
a ;r0(~x)e
 iEa
r0 t  bˆa†r0 f
( )
a ;r0(~x)e
iEa
r0 t

=å
rr0

Ear0 aˆ
a†
r aˆ
a
r0
Z
d3xf (+)†a;r (~x)f
(+)
a ;r0(~x)e
i(Ear  Ear0 )t
Ear0 aˆa†r bˆa†r0
Z
d3xf (+)†a ;r (~x)f
( )
a;r0(~x)e
i(Ear +E
a
r0 )t
Ear0 bˆar aˆar0
Z
d3xf ( )†a ;r (~x)f
(+)
a;r0(~x)e
 i(Ear +Ear0 )t
 Ear0 bˆar bˆa†r0
Z
d3xf ( )†a;r (~x)f
( )
a ;r0(~x)e
 i(Ear  Ear0 )t

:
(E.10)
Utilizando as relac¸o˜es de ortonormalidade das soluc¸o˜es das equac¸o˜es
para Y e as relac¸o˜es de anticomutac¸a˜o/comutac¸a˜o (E.8), obtemos
Hˆa =å
r
Ear
 
aˆa†r aˆ
a
r   bˆar bˆa†r

=å
r
Ear
 
aˆa†r aˆ
a
r  bˆa†r bˆar  1

: (E.11)
O operador nu´mero para fe´rmions (+) e bo´sons ( ) pode ser obtido
de forma semelhante
Nˆa =
Z
d3xy†a(~x; t)ya(~x; t)
=
Z
d3xå
r

aˆa†r f
(+)†
a ;r (~x)eiE
a
r t  bˆar f ( )†a ;r (~x)e iE
a
r t

å
r0

aˆar0f
(+)
a;r0(~x)e
 iEa
r0 t  bˆa†r0 f
( )
a;r0(~x)e
iEa
r0 t

=å
rr0

aˆa†r aˆ
a
r0
Z
d3xf (+)†a;r (~x)f
(+)
a;r0(~x)e
i(Ear  Ear0 )t
 aˆa†r bˆa†r0
Z
d3xf (+)†a;r (~x)f
( )
a ;r0(~x)e
i(Ear +E
a
r0 )t
 bˆar aˆar0
Z
d3xf ( )†a;r (~x)f
(+)
a ;r0(~x)e
 i(Ear +Ear0 )t
+ bˆar bˆ
a†
r0
Z
d3xf ( )†a ;r (~x)f
( )
a;r0(~x)e
 i(Ear  Ear0 )t

;
(E.12)
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resultando na expressa˜o
Nˆa =
Z
d3xy†a(~x; t)ya(~x; t)
=å
r
 
aˆa†r aˆ
a
r + bˆ
a
r bˆ
a†
r

=å
r
 
aˆa†r aˆ
a
r  bˆa†r bˆar +1

:
(E.13)
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APEˆNDICE F – TERMODINAˆMICAS DO GA´S LIVRE NA
PRESENC¸A DE UM CAMPOMAGNE´TICO
A seguir sera´ realizado um estudo das grandezas termodinaˆmicas de
interesse para um ga´s livre de fe´rmions e bo´sons na presenc¸a de um campo
magne´tico externo. O procedimento padra˜o [90] consiste em obter o poten-
cial termodinaˆmico grande-canoˆnicoW a partir da func¸a˜o de partic¸a˜o grande-
canoˆnica Z
W=  1
b
lnZ; Z = Tr
h
e b(Hˆ åa ma Nˆa)
i
; (F.1)
onde b = 1=T , T e´ a temperatura, ma e´ o potencial quı´mico e Nˆa e´ o operador
nu´mero. As partı´culas sa˜o sempre bo´sons ou fe´rmions e portanto a = f ;b.
As grandezas termodinaˆmicas esta˜o associadas a W atrave´s das relac¸o˜es
W= PV; N¯a =  ¶W¶ma ; S= 
¶W
¶T
; e W= E TS å
a
ma N¯a ;
(F.2)
onde P e´ a pressa˜o, V e´ o volume, N¯ e´ o nu´mero me´dio de partı´culas, S e´
a entropia e E e´ a energia. Vamos utilizar a representac¸a˜o de nu´meros de
ocupac¸a˜o. O nu´mero de ocupac¸a˜o de partı´culas a no estado r e´ nar e o de
antipartı´culas e´ n¯ar . Assim, a base de estados de partı´cula independente em
func¸a˜o do nu´mero de ocupac¸a˜o pode ser escrita como
jai= jna1 ;na2 ; :::; n¯a1 ; n¯a2 ; :::i (F.3)
onde
nar ; n¯
a
r = 0;1; :::;¥ e r = 1;2; :::;¥; (F.4)
ordenando o conjunto de estados de partı´cula/anti-partı´cula independente de
acordo com a regra:
fnar g=(na1 ;na2 ; :::;na¥);
fn¯ar g=(n¯a1 ; n¯a2 ; :::; n¯a¥):
(F.5)
Nas expresso˜es acima e nas que ira˜o se seguir o ro´tulo r representa os
nu´meros quaˆnticos da partı´cula a . Para o caso em que a partı´cula a na˜o tem
carga (q = 0) temos que r = s; px; py; pz, e para o caso em que a partı´cula a
tem carga (q 6= 0) temos que r = s;n; py; pz.
Portanto, podemos calcular o trac¸o que aparece na func¸a˜o de partic¸a˜o
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(F.1), utilizando a expressa˜o que obtivemos para a Hamiltoniana e o operador
nu´mero em segunda quantizac¸a˜o (vide Apeˆndice E)
Za =Tr
h
e b(Hˆa åa ma Nˆa)
i
=å
a
haje b(Hˆa åa ma Nˆa)jai
=å
nar
hnar je b(Hˆa åa ma Nˆa)jnar iå¯
nar
hn¯ar je b(Hˆa åa ma Nˆa)jn¯ar i
=eb åa;r E
a
r å
nar
e b åa;r(E
a
r  ma )nar å¯
nar
e b åa;r(E
a
r +ma )n¯ar ;
(F.6)
onde utilizamos que ma¯ = ma e portanto åa(ma +ma¯) = 0.
O nu´mero de ocupac¸a˜o dos fe´rmions so´ pode assumir os valores 0 ou 1.
Portanto, para os fe´rmions, podemos reescrever os somato´rios dos fe´rmions
em nar e n¯
a
r por produto´rios
1
å
n fr=0
Õ
f ;r
e b (E
f
r  m f )n fr =Õ
f ;r
1
å
n fr=0
e b (E
f
r  m f )n fr =Õ
f ;r

1+ e b (E
f
r  m f )

(F.7)
e
1
å
n¯ fr=0
Õ
f ;r
e b (E
f
r  m f )n¯ fr =Õ
f ;r

1+ e b (E
f
r +m f )

: (F.8)
O nu´mero de ocupac¸a˜o de bo´sons podem assumir qualquer valor entre
0 e ¥. Vamos utilizar enta˜o a fo´rmula para a soma de uma P.G. infinita para
reescrever os somato´rios dos bo´sons em nar e n¯
a
r
S¥ =
¥
å
n=1
= a1qn 1 =
a1
1 q ; (F.9)
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e obtemos
¥
å
nbr=0
Õ
b;r
e b (E
b
r mb)nbr =Õ
b;r
¥
å
nbr=0
e b (E
b
r mb)nbr
=Õ
b;r
0@1+ ¥å
nbr=1
e b (E
b
r mb)e b (E
b
r mb)(nbr 1)
1A
=Õ
b;r
 
1+
e b (Ebr mb)
1  e b (Ebr mb)
!
=Õ
b;r
1
1  e b (Ebr mb)
(F.10)
e
¥
å
n¯br=0
Õ
b;r
e b (E
b
r mb)n¯br =Õ
b;r
1
1  e b (Ebr +mb) :
Portanto a func¸a˜o de partic¸a˜o grande-canoˆnica pode ser reescrita como
Z = Z fZb (F.11)
onde
Z f = eb å f ;r E
f
r Õ
f ;r

1+ e b (E
f
r  m f )

Õ
f ;r

1+ e b (E
f
r +m f )

: (F.12)
e
Zb = eb åb;r E
b
r Õ
b;r
1
1  e b (Ebr mb)Õb;r
1
1  e b (Ebr +mb) ; (F.13)
a partir da func¸a˜o de partic¸a˜o podemos obter o potencial termodinaˆmico
grande-canoˆnico
Wa =  1b lnZa
W f = å
f ;r
E fr  
1
b åf ;r
ln

1+ e b (E
f
r  m f )

  1
b åf ;r
ln

1+ e b (E
f
r +m f )

Wb = å
b;r
Ebr +
1
b åb;r
ln

1  e b (Ebr mb)

+
1
b åb;r
ln

1  e b (Ebr +mb)

:
(F.14)
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Os nu´meros quaˆnticos r da partı´cula a sem carga sa˜o diferente dos
nu´meros quaˆnticos para as partı´culas com carga, e portanto e´ necessa´rio sepa-
rar nossos ca´lculos a partir deste ponto. Ale´m disso, as energias dos fe´rmions
e bo´sons, na˜o dependem do nu´mero quaˆntico de spin s, deste modo, podemos
substituir as somas em s na equac¸a˜o (F.14) por uma multiplicac¸o˜es pelo fator
ga , que representa a degeneresceˆncia dos nı´vel de energia dos fe´rmions ou
bo´sons em questa˜o.
Para as partı´culas sem carga (q= 0) as somas nos momentos px; py; pz
podem ser substituı´das por integrais utilizando a prescric¸a˜o de partı´cula na
caixa
1
Li
å
pi
=
1
2p
Z ¥
 ¥
dpi ! å
r
= å
s;px;py;pz
! V ga 1
(2p)3
Z ¥
 ¥
d3p=V ga
1
2p2
Z ¥
 ¥
p2dp:
(F.15)
Dividindo (F.14) por V e substituindo (F.15)e ås = ga obtemos a o
potencial grande-canoˆnico para as partı´culas sem carga
w =
W
V
w f = å
f
g f
1
(2p)3
Z ¥
 ¥
E f p2dp
  1
b åf
g f
1
(2p)3
Z ¥
 ¥
h
ln

1+ e b (E f m f )

+ ln

1+ e b (E f+m f )
i
p2dp;
wb = å
b
gb
1
(2p)3
Z ¥
 ¥
Ebp2dp
  1
b åb
gb
1
(2p)3
Z ¥
 ¥

ln
1
1  e b (Eb mb) + ln
1
1  e b (Eb+mb)

p2dp;
(F.16)
onde
Ear = E
a
s;~p =
q
~p2+m2a ; (F.17)
para fe´rmions e bo´sons sem carga. As partı´culas sem carga na˜o sofrem os
efeitos do campo magne´tico, e portanto se comportam como partı´culas livres,
apresentando as mesmas expresso˜es para energia e degeneresceˆncia dos casos
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sem campo magne´tico, (apresentados nos Apeˆndices B, C, D e Capı´tulo 2).
Finalmente, pode-se agora obter as quantidades termodinaˆmicas de
interesse utilizando o a densidade de potencial grande-canoˆnico (F.16) e as
relac¸o˜es (F.2). A densidade de partı´culas pode ser obtida a partir do nu´mero
me´dio de partı´culas
ra =
N¯a
V
=  1
V
¶W
¶ma
=  ¶w
¶ma
; (F.18)
portanto a densidade dos fe´rmions fica
r f = g f
1
2p2
Z ¥
 ¥

1
eb (E f m f )+1
  1
eb (E f+m f )+1

p2dp
= g f
1
2p2
Z ¥
 ¥
d3p

n f (p;T;m f )  n¯ f (p;T;m f )

p2dp;
(F.19)
e a dos bo´sons
rb = gb
1
2p2
Z ¥
 ¥

1
eb (Eb mb) 1  
1
eb (Eb+mb) 1

p2dp
= gb
1
2p2
Z ¥
 ¥
d3p

nb(p;T;mb)  n¯b(p;T;mb)

p2dp;
(F.20)
a pressa˜o pode ser obtida por
P= w = w f  wb
=å
f
g f
1
2p2
Z ¥
 ¥
E f p2dp+å
b
gb
1
2p2
Z ¥
 ¥
Ebp2dp
+
1
b åf
g f
1
2p2
Z ¥
 ¥
¶E f
¶ p

n f (p;T;m f )+ n¯ f (p;T;m f )

p3dp
+
1
b åb
gb
1
2p2
Z ¥
 ¥
¶Eb
¶ p

nb(p;T;mb)+ n¯b(p;T;mb)

p3dp;
(F.21)
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a densidade de entropia por
s=
¶P
¶T
= b 2
¶w f
¶b
+b 2
¶wb
¶b
=bå
f
g f
1
2p2
Z ¥
 ¥

(E f  m f )n f (p;T;m f )+(E f +m f )n¯ f (p;T;m f )

p2dp
+bå
b
gb
1
2p2
Z ¥
 ¥

(Eb mb)nb(p;T;mb)+(Eb+mb)n¯b(p;T;mb)

p2dp;
(F.22)
e a densidade de energia por
e =
E
V
= w+Ts+å
f
m fr f +å
b
mbrb
=å
f
g f
1
2p2
Z ¥
 ¥
E f

n f (p;T;m f )+ n¯ f (p;T;m f )

p2dp
+å
b
gb
1
2p2
Z ¥
 ¥
Eb [nb(p;T;mb)+ n¯b(p;T;mb)] p2dp P:
(F.23)
Para as partı´culas carregadas (q 6= 0) vamos novamente substituir as
somas nos momentos py; pz por integrais utilizando a prescric¸a˜o da partı´cula
na caixa. No caso do momento py notamos, da expressa˜o para x 1, que
py
jqjB
determina a posic¸a˜o onde as func¸o˜es de onda do oscilador esta˜o centradas.
Lembrando que estamos localizando o sistema em uma caixa e considerando
condic¸o˜es de contorno perio´dicas, portanto, esta posic¸a˜o deve estar localizada
no interior da caixa
 Ly
2
 pyjqjB 
Ly
2
; (F.24)
uma vez que os nı´veis de energia na˜o dependem de py temos
å
py
=
Ly
2p
Z
dpy =
LxLyjqjB
2p
! å
r
= å
n;s;py;pz
! V g jqjB
(2p)2
Z ¥
 ¥
dpz:
(F.25)
Novamente, obteˆm-se o potencial grande-canoˆnico dividindo (F.14)
1Equac¸a˜o (B.11) no Apeˆndice B.
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por V e substituindo (F.25) e ås = ga
w f = å
f ;n
g f
jq f jB
(2p)2
Z ¥
 ¥
E f dpz
  1
b åf ;n
g f
jq f jB
(2p)2
Z ¥
 ¥
h
ln

1+ e b (E f m f )

+ ln

1+ e b (E f+m f )
i
dpz;
wb = å
b;n
gb
jqbjB
(2p)2
Z ¥
 ¥
Ebdpz
  1
b åb
gb
jqbjB
(2p)2
Z ¥
 ¥

ln
1
1  e b (Eb mb) + ln
1
1  e b (Eb+mb)

dpz;
(F.26)
onde
E fr = E
f
n;s;py;pz =
q
p2z +m2f +2njq f jB; (F.27)
e
Ebr = E
b
n;s;py;pz =
q
p2z +m2b+(2n+1)jqbjB; (F.28)
sa˜o as energias para os fe´rmions e bo´sons na presenc¸a de um campo
magne´tico e foram obtidas nos Apeˆndices B, C, D e Capı´tulo 2, assim como
a expressa˜o para a degeneresceˆncia dos nı´veis de energia ga .
Utilizando a densidade de potencial grande-canoˆnico (F.26) e as
relac¸o˜es (F.2) a densidade de partı´culas para os fe´rmions fica
r f = g f
jq f jB
(2p)2
Z ¥
 ¥

1
eb (E f m f )+1
  1
eb (E f+m f )+1

dpz
= g f
jq f jB
(2p)2
Z ¥
 ¥

n f (p;T;m f )  n¯ f (p;T;m f )

dpz;
(F.29)
a densidade de partı´culas para os bo´sons
rb = gb
jqbjB
(2p)2
Z ¥
 ¥

1
eb (Eb mb) 1  
1
eb (Eb+mb) 1

dpz
= gb
jqbjB
(2p)2
Z ¥
 ¥

nb(p;T;mb)  n¯b(p;T;mb)

dpz;
(F.30)
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a pressa˜o
P=å
f
g f
jq f jB
(2p)2
Z ¥
 ¥
E f dpz+å
b
gb
jqbjB
(2p)2
Z ¥
 ¥
Ebdpz
+
1
b åf
jq f jB
(2p)2
Z ¥
 ¥
¶E f
¶ p
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n f (p;T;m f )+ n¯ f (p;T;m f )
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pzdpz
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b åb
gb
jqbjB
(2p)2
Z ¥
 ¥
¶Eb
¶ p

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(F.31)
a densidade de entropia:
s=bå
f
g f
jq f jB
(2p)2
Z ¥
 ¥

(E f  m f )n f (p;T;m f )+(E f +m f )n¯ f (p;T;m f )

dpz
+bå
b
gb
jqbjB
(2p)2
Z ¥
 ¥

(Eb mb)nb(p;T;mb)+(Eb+mb)n¯b(p;T;mb)

dpz;
(F.32)
e a densidade de energia:
e =å
f
g f
jq f jB
(2p)2
Z ¥
 ¥
E f

n f (p;T;m f )+ n¯ f (p;T;m f )

dpz
+å
b
gb
jqbjB
(2p)2
Z ¥
 ¥
Eb [nb(p;T;mb)+ n¯b(p;T;mb)]dpz P:
(F.33)
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